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PREFACE. 


La  marche  suivie  dans  la  premiere  partie  de  cet 
ouvrage  est  fort  differente  de  celle  qu'onl  adoptee 
les  divers  auteurs  qui  ont  ecrit  sur  le  ineme  sujel. 
Elle  ne  se  rapporle  precisenient  a  aucun  enseigne- 
ment  existant,  mais  a  Tenseignement  tel  que  je  crois 
qu'il  doit  elre. 

L'ordre  suivant  lequei  les  diverses  parties  d*une 
•  science  doivent  etre  presentees,  du  inoins  quant  a 
ce  qu'elles  ont  de  general  et  de  caracteristique,  est 
presque  toujours  Tordre  meme  suivant  lequel  elles 
ont  ete  decouvertes.  Les  conceptions  importantes  ne 
sent  point  dues  au  hasard ;  elles  se  presentenl  aux 
hommes  eminents  de  chaque  epoque  lorsqu'elles 
sent  naturellement  amenees  par  les  besoins  et  I'etat 
de  la  science;  et  il  est  convenable  de  leur  donner 
dans  Tenseignement  de  cette  science  la  place  qu'elles 
ont  occupee  dans  son  developpement  naturel. 

La  notion  des  infiniment  petits  remonte  a  Archi- 
mede;  elle  s' est  presentee  d'elle-meme  dans  la  me- 
sure  des  grandeurs  geometriques,  aussitot  qu'on  a 
voulu  considerer  les  aires  de  courbes  differentes  du 
cercle,  ou  les  volumes  de  corps  termines  par  des 
surfaces  courbes  autres  que  celles  du  cylindre,  du 
c6ne  el  d«  la  sphere.  Deja  pour  la  comparaison  des 
volumes  de  ces  derniers  corps,  ainsi  que  pour  la 
mesure  du  cercle,  on  avait  ete  amene  a  la  conception 
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fondamontale  des  lihiites.  Ainsi  les  deux  idees  ge- 
nerales  les  plus  fecondes  des  sciences  mat^^ema- 
tiques  remontent  presque  jusqu'a  leur  berceau,  et 
doivent,  par  consequent,  se  presenter  presque  au 
debut  de  leur  enseignement. 

L'objet  principal  de  cet  ouvrage  est  le  developpe- 
ment  de  ces  deux  conceptions,  qui  sent  intimemeut 
li6es  Tune  a  Tautre.  Les  questions  que  nous  y  trai- 
tons  font  partie  de  diverses  branches,  des  mathema- 
tiques  pures  ou  appliquees,  et  se  trouveraient  autre* 
ment  disposees  dans  un  enseignement  complet  de 
loutes  ces  branches.  Ce  sont  des  extraits  que  nous 
en  faisons,  pour  faire  comprendre  Tesprit  des  m^- 
thodes  que  nous  voulons  exposer ;  mais  nous  croyons 
que  ces  methodes  doivent  etre  introduites  dans 
chaque  branche  parlicuhere,  a  raesure  que  le  besoin 
s'en  fait  sentir.  Nous  esperons  meme  le  faire  un  jour 
si  le  temps  nous  perraet  de  realiser  le  projet,  concu 
depuis  bien  des  ann^es,  d'esquisser  des  Elements  de 
mathematiques  pures  et  appliquees.  En  attendant, 
nous  avons  constamment  cherch<^  a  repandre  par 
notre  enseignement  toutes  les  ameliorations  que 
nous  avons  cru  pouvoir  apporter  aux  idees  generates 
et  aux  methodes  scientifiques;  et  nous  avons  eu 
souvent  la  satisfaction  de  voir,  soit  par  les  ouvrages, 
soit  par  Tenseignement  oral  de  nos  eleves,  que  nos 
efforts  n'avaient  pas  6te  tout  a  fait  sans  resultat. 
Mais  il  est  necessaire  qu'un  cours  complet  dele- 
ments  soit  concu  et  execute  par  un  seul ;  et  nous  es- 
perons qu'un  jour  nous  pourrons  en  presenter  au 
moins  un  programme  d6velopp6.  Voici  maintenant 
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la  marche  que  nous  avons  cru  devoir  suivre  da  us 
I'ouvrage  que  nous  faisons  parattre  aujourd'hui,*  et 
dent  I'objet  est  renseignemeut  des  methodes  infini- 
tesimales. 

Nous  avons  commence  par  donner  une  idee  gene- 
rale  de  la  methode  des  limites;  et  nous  avons  fait 
remarquer  en  quoi  elle  etait  plus  simple  que  celle 
qu  employ aient  les  anciens  geometres,  en  partant  de 
la  meme  notion  des  limites,  qui  leiir  etait  tres-fami- 
liere.   Nous   avons  distingue  ensuite  les  differentes 
manieres  dont  les  grandeurs  a  mesurer,   ou  celles 
auxquelles  on  les  ramene,  pouvaient  etre  considerees 
comme  limites  de  variables  d'une  espece  plus  sim- 
ple ;  et  nous  avons  dit  qu'elles  pouvaient  en  general 
se  r^duire  a  trois.  La  premiere,  employee  dans  quel- 
ques  cas  par  Euclide  et  Archimede,  consiste  a  re- 
garder   les  grandeurs  comme   limites  de  series;  la 
seconde,  due  a  Archimede,  comme  limites  de  sommes 
de  quantites  infiniment  petites;  la  troisieme  comme 
limites  de  rapports  d'infiniment  petits.  Les  deux  pre- 
mieres se  sont  presentees  k  propos  de  la  mesure  de  la 
pyramide,  de  la  parabole,  de  la  spirale,  de  la  sphere, 
des  volumes  des  corps  engendr6s  par  la  revolution  de 
sections  coniques,  etc.  La  troisieme,  due  aux  moder- 
neSy  s'est  presentee  k  Toccasion  du  probleme  des  tan- 
gentes,  et  s'applique  4  beaucoup  d'autres  questions. 
La  th6orie  des  series  etant  en  dehors  de  I'objet  de  cct 
ouvrage,  nous  avons  du  nous  borner  a  considerer 
les  quantites  comme  limites  de  sommes  ou  de  rap*' 
ports  d'infiniment  petits,  ou  comme  dependant  d'une 
maniere  quelconque  de  ces  limites. 
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Nous  avons  cm  devoir,  coiitrairement  aux  prece- 
dehts,  commencer  I'etude  du  calcul  infinitesimal 
par  la  consideration  des  limites  de  sommes  :  non- 
seulement  parce  que  c'est  Tordre  que  la  science  a 
suivi  dans  sa  formation,  mais  parce  que  la  mesure 
des  grandeurs  doit  naturellement  pr^ceder  la  re- 
cherche des  tangentes  aux  courbes,  et  qu'en  cela 
lesprit  humain  a  procede  comme  la  nature  des 
choses  le  demandait.  II  nous  a  semble  que  renverser 
cet  ordre  n'etait  pas  un  moyen  de  rendre  la  science 
plus  claire  et  plus  accessible. 

En  consequence,  nous  nous  sommes  occupe  d'a- 
bord  de  la  mesure  des  aires  des  figures  planes  ter- 
minees  par  des  courbes,  ainsi  que  des  volumes  et 
des  surfaces  des  corps  qui  ne  sont  pas  terminus  de 
toute  part  par  des  plans.  Nous  ne  nous  sommes  pas 
borne  a  montrer  comment  ces  questions  se  rame- 
naient  a  des  recherches  de  limites  de  sommes  d'infi- 
niment  petits;  mais  nous  avons  fait  voir,  par  un 
grand  nombre  d'exemples,  comment  ces  calculs 
pouvaient  etre  executes  par  des  proc^des  varies,  qui 
ont  meme  quelquefois  une  assez  grande  generalite. 

Nous  avons  ainsi  fait  connaitre  quelques-unes  des 
methodes  employees  par  les  geometres  qui  ont  traite 
les  premiers  ces  sortes  de  questions.  lies  procedes 
que  donnera  plus  tard  le  calcul  integral  n'en  seront 
que  mieux  apprecies;  mais,  dans  tous  les  cas,  il 
nous  a  paru  qu'il  n'6tait  pas  convenable  de  former 
toute  la  science  du  calcul,  avant  d'avoir  resolu  les 
premieres  questions  a  Toccasion  desquelles  elle  a 
ete  faite. 
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Nous  n'avous  pas  choisi  tous  nos  exemples  dans 
la  geoinetrie ;  la  statique  nous  en  a  ofFert  quel- 
ques-uns.  Nous  avons  fait  voir  generalement  com- 
ment la  determination  des  centres  de  gravite  se  ra- 
mene  a  celle  de  limites'de  sommes;  et  nous  avons 
effectu^  les  calculs  dans  un  certain  nombre  de  cas 
simples. 

Dans  toutes  ces  recherches,  on  fait  un  frequent 
usage  d'un  principe  g^n^ral  tres-simple,  qui  consistc 
en  ce  que  la  limite  d'une  somme  d'infiniment  pe- 
tits  n*est  pas  chang^e,  quand  on  altere  ses  elements 
de  quantites  infiniment  petites  par  rapport  a  eux- 
memes;  ou,  en  d'autres  termes,  quand  on  remplace 
ces  elements  par  d'autres  dont  les  rapports  avec  les 
premiers  ont  respectivement  pour  limite  Tunite. 
Le  principe  fondamental  que  nous  etablissons  en 
commengant  est  la  source  des  plus  grands  avantages 
que  presente  Tintroduclion  des  infiniment  petits.  II 
permet  d'en  retrancher  la  partie  qui  rend  le  calcul 
diilBciley  en  donnant  un  moyen  sur  de  reconnaUre 
si  cette  simplification  ne  conduit  a  aucune  erreur. 
Par  ce  moyen,.  on  a  toutes  les  simplifications  qu'on 
trouyerait  dans  une  approximation ,  et  en  meme 
temps  I'exactitude  que  Ton  n'obtiendrait  que  par  de 
longs  et  p^nibles  calculs. 

Nous  sommes  passe  ensuite  a  la  consideration  des 
limites  de  rapports  d'infiniment  petits;  le  principe 
pr^c^dent  s'y  applique  encore,  et  les  limites  ne  sont 
pas  chang^es  quand  on  altere  les  termes  variables 
des  rapports,  de  quantites  infiniment  petites  par  rap- 
port a  ces  termes.  D'ou  r^sulte  encore  I'avantage  de 
I.  b 
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se  debarrasser  des  parties  qui  font  souvent  la  plus 
grande  difficulte  de  la  question. 

Nous  avons  commence  par  faire  voir  que  dans  les 
divers  systemes  de  determination  des  points  dun 
lieu,  le  probleme  des  tangentes  se  ramene  imme- 
diatement  a  celui  de  la  limite  du  rapport  de  deux 
quantites  infiniment  petites.  Ces  quantit^s  sont  les 
accroissements  correspondants  des  deux  variables 
dont  les  valeurs  determinent  les  divers  points  de  la 
courbe.  De  sorte  que  le  probleme  general  des  tan- 
gentes revieut  k  ce  probleme  d'analyse  :  Etant  don^ 
nie  une  Equation  enire  deux  variables,  trouver  la  li" 
mite  du  rapport  des  accroissemenis  infiniment  petils 
correspondants  de  ces  variables. 

On  voit  ainsi  Tint^ret  geometrique  qu'ofFre  ce 
probleme  de  calcul;  et  Ton  est  naturellement  con- 
duit k  en  chercher  la  solution  generale.  Mais  nous 
montrons  qu'il  s'appliquera  encore  k  beaucoup 
d'autres  questions  interessantes  dans  la  g^om6- 
trie  et  la  m^canique.  La  nature  de  ces  questions 
peut  varier  k  Tinfini.  Nous  en  avons  choisi  parti- 
culierement  quelques-unes,  k  cause  de  leur  impor- 
tance dans  la  science.  En  geometric,  nous  avons 
consid6r6  la  courbure  des  lignes  planes,  le  cercle 
osculateur,  les  developpees,  etc. ;  en  mecanique,  la 
Vitesse,  Tacceleration ,  le  poids  specifique  en  un 
point  d'une  substance  non  homogene,  etc.  Nous 
avons  etudi^  aussi  la  question  g^n^rale  du  deplace- 
ment  d'uiie  figure  sur  un  plan,  et  nous  avons  vu 
comment  se  resolvent  les  probl^mes  de  tangentes 
auxquels  elle  donne  lieu. 
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Toutes  les   theories  dont  nous  avons  parle  jus- 
qu'iciy  se  ramenant  a  des  limites  de  sommes  ou  de 
rapports,  nous  avons  cru  convenable  de  les  exposer 
et  d'en  faire  des  applications  particulieres  avant  d*6- 
tablir  les  regies  du  calcul  difFi^rentiel  et  du  calcul 
integral,  qui  donnent  plus  de  simplicite  et  de  gen^- 
ralit^  k  Tex^cution  de  tons  les  calculs  auxquels  elles 
ramenent.  Comme  elles  sonk  en  elles-m^mes  ind^ 
pendantes   des  moyens   d'execution  des  operations 
qu'elles  indiquent,  nous  avons  cru    devoir  les  pre- 
senter avant  les  longues  et  p^nibles  theories  d'ana- 
lyse,  qui  donnent  les  meilleures  regies  pour  cette 
execution.  En  suivant  la  marche  inverse,  on  rebute 
Tesprit  par  des  recherches  abstraites  dont  il  ne  voit 
pas  Tobjel;  et  il  est  meme  k  craindre  que  les  theo- 
ries geom6triques  que  Ton  expose  ensuite  ne  soient 
prises    pour    des  dependauces    des  theories   analy- 
tiques    avec   lesquelles    elles   n'ont   en  elles-memes 
rien  de  commun,  et  qui  ne  leur  servent  qu'i  Texe- 
cution  du  calcul  des  limites  de  sommes  ou  de  rap- 
ports, auxquelles   elles   ont  ramene  Tobjet  de  leur 
recherche. 

Telle  est  la  marche  que  nous  avons  suivie  dans 
le  premier  livre  de  cet  ouvrage. 

Dans  les  livres  suivants,  nous  donnons  les  regies 
pour  trouver  les  limites  des  rapports  des  accroisse- 
ments  infiniment  petits  de  variables  liees  par  des 
Equations  donn^es,  ainsi  que  les  limites  des  sommes 
d'infiniment  petits,  repr^sentes  par  une  formule  g6- 
n^rale.' 
Nous   donnons  a  ces  deux  problemes  d'analyse, 


XX  PREFACE. 

dont  Tun  est  Tinverse  de  Tautre,  toiite  rextension 
dont  ils  sont  susceptibles,  en  restant  dans  le  cadre 
qui  convient  a  de  simples  elements;  et  nous  formons 
ainsi  ce  que  Ton  appelle  le  calcul  difFerentiel  et  in- 
tegral. 

Ainsi^  dans  cet  essai,  que  nous  esperons  rendre 
un  jour  moins  imparfait,  notre  objet  a  ete  Tetvide  de 
la  methode  infinit^simale  consideree  en  elle-meme; 
et  les  procedes  si  importants  du  calcul  diff6rentiel 
et  du  calcul  inverse,  ont  et6  les  moyens  d'execution 
des  operations  auxquelles  cette  methode  a  ramen^  la 
solution  des  questions  qu'elle  s'est  proposees.  Cette 
subordination,  que  nous  avons  tenu  k  rendre  bien 
explicite  et  bien  sensible,  donne  la  raison  de  I'ordre 
que  nous  avons  suivi  dans  cet  ouvrage,  et  du  titre 
que  nous  lui  avons  donne. 
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LITRE  I. 

DES  QUANTITIES  GONSID^Rl^ES  GOMME   LIMITES. 


GHAPITRE  PREMIER. 

DES     NOMBRES    EN    Gl^N^RAL. 


i.  La  plurality  nous  donne  la  premiere  idee  du  nom- 
bre;  elle  coDStitue  ce  que  Ton  appelle  le  nombre  entier, 
Elle  se  trouve,  soit  dans  la  consideration  simultanee  d'ob- 
jets  distincts  et  separes,  soit  dans  la  decomposition  d'une 
grandeur  en  parties  egales.  Un  de  ces  objets,  ou  une  de  ces 
parties,  se  nomme  unite,  Le  nombre  s'appelle  aussi  le  rap^ 
port  de  la  grandeur  d^composee  a  une  grandeur  egale  a 
Tune  de  ses  parties. 

Cette  notion  suppose  done  d^abord  celle  de  Fegalite  pour 
les  grandeurs  de  Tesp^ce  que  Ton  considire.  Elle  suppose 
ensuite  que  Ton  d^finisse  avec  precision  ce  que  Ton  entend 
par  ajouter  ces  grandeurs  entre  elles,  et,  par  suite,  ce  que 
c'est  que  plus  grand  et  plus  petit. 

On  appelle  somme  de  plusieurs  nombres  le  nombre  cor- 
respondant  k  la  reunion  de  tons  les  objets  distincts  qui 
avaient  donne  lieu  aux  nombres  partiels,  ou,  g^n^ralement, 
a  Y addition  de  quantites  quelconques  qui  renfermaient  ces 
nombres  d'unites  identiques  entre  elles. 

L  I 
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Mais  si  Ton  avail  a  comparer  deux  grandeurs  douC  la 
plus  petite  ne  fut  pas  contenue  exactement  dans  Tautre, 
elles  ne  presenteraient  plus  I'idee  du  rapport  tel  qu'il  vient 
d'etre  defini;  et  comme  il  est  utile  dans  let  sciences  de 
g^neraliser  le  plus  possible,  c'est-a-dire  de  renfermer  le 
plus  grand  nombre  possible  d'idees  particuliires  sous  une 
m&me  denomination,  on  a  donne  de  1' extension  a  la  signi- 
fication des  mots  nombre  et  rapport. 

On  a  d'abord  considere  le  cas  ou  les  deux  grandeurs  ont 
une  mesure  commune.  Pour  fixer  les  idees,  supposons  que 
cette  mesure  soil  contenue  m  fois  dans  Tune  et  n  fois  dans 
I'autre  :  alors  la  premiere  est  egale  a  m  fois  la  /i'*"**  partie 
de  la  seconde,  et  celle-ci  a  n  fois  la  m**"**  partie  de  la  pre- 
miere ^  on  est  convenu  de  dire  que  le  rappoit  de  la  pre- 
miere a  la  seconde  est  m  /i""*",  et  on  I'ecrit  ainsi,  —  •  Le 

n 

rapport  de  la  seconde  a  la  premiere  est  dit  riciproque  ou 
inv^erse  du  premier,  et  s'ecrira  — • 

Ces  nouveaux  rapports  ont  encore  ete  appeles  des  nom- 
bres;  et  pour  les  distinguer  des  nombres  entiers,  on  les  a 
d^sign^s  sous  le  nom  de  nombres  fractionnaires.  Sous 
quelque  forme  qu'ils  se  presentent,  on  dit  que  deux  nom* 
bres  sent  egaux  lorsqu'en  prenant  une  m^me  unite  ils  rc- 
presentent  des  grandeurs  egales.  Si  Tune  des  grandeurs  re- 
presentees est  ^gale  k  I'autre  augmentee  ou  diminuee  d'une 
certaine  quantity,  on  dit  que  le  nombre  correspondant  est 
plus  grand  ou  plus  petit  que  I'autre.  Enfin  on  dit  qu'on 
ajoute  plusieurs  nombres  quelconques,  quand  on  considere 
celui  qui  correspondrait  a  la  sommedes  quantit^s  qui  com- 
pares k  une  m6me  unite  ont  donn^  lieu  aux  premiers. 

Enfin,  si  I'on  considere  deux  grandeurs  qui  n'aient  pas 
de  mesure  commune,  et  que  Ton  appelle  k  cause  de  cela 
incommensurables ^  elles  ne  presentent  aucune   des  deux 
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idees  prtfcMentes,  et  il  faudra,  ou  dire  qu^elles  n'ont  pas 
de  rapport,  on  donner  a  la  signification  des  mots  rapport 
et  nombre  une  nouvelle  extension.  Mais  il  ne  suffira  pas 
que  Ton  convienne  de  dire  que  deux  grandeurs  incommen- 
surables  out  entre  elles  un  rapport,  et  que  ce  rapport  sera 
d^signe  sous  le  nom  de  nombre  incommensurable,  il  fau- 
dra  d^finir  rigoureusement  I'egaKte  des  rapports  ou  nom- 
bres  incommensurables.  Notre  mani^re  de  voir  a  cet  ^gard, 
difierente  de  eelle  de  cpelques  geom^tres,  est  enti&rement 
oonforme  au  fond  a  celle  d^Euclide. 

Observons  d'abord  qu'en  partageant  Tune  des  grandeurs 
en  parties  egales  sulBsamment  petiles,  et  les  portant  dans 
I'autre  autant  de  fois  que  possible,  le  reste  sera  moindre 
que  Tune  des  parties,  et  par  consequent  pourra  toujours 
^tre  rendue  moindre  que  toute  grandeur  douD^;  de  sorte 
qu'il  existera  un  rapport  commensurable  entre  I'une  quel- 
conque  des  deux  grandeurs  et  une  autre  qui  differera  aussi 
pen  qu'on  voudra  de  la  seconde. 

Cela  pos^,  consid^rons  deux  grandeurs  incommensura- 
bles; divisonsTune  d'elles,  par  exemple  la  plus  petite,  en 
parties  egales  dont  le  nombre  croisseindefiniment ;  portons- 
les  dans  la  plus  grande  et  negligeons  le  reste  :  il  en  resuhera 
une  suite  de  rapports  ou  de  n  ombres  commensurables  cor- 
respondants  a  la  plus  petite  des  grandeurs  et  a  d'autres 
grandeurs  commensurables  avec  elle,  et  qui  difierent  de  la 
seconde  de  quantit^s  qui  pen  vent  devenir  moindres  que 
toute  grandeur  designee.  Concevons,  en  second  lieu,  deux 
autres  grandeurs  incommensurables  de  m^me  nature  Tune 
que  I'autre,  mais  d'une  espice  quelconque,  et  partageons 
successivement  la  plus  petite  dans  le  m^me  nombre  de 
parties  Egales  que  la  plus  petite  de  la  premiere  esp^ce ;  on 
aura  de  m6me  une  nouvelle  suite  de  rapports  commensu- 
rables ;  et  si  eeux  qui  correspondent  de  part  et  d^autre  au 
m6me  mode  de  division  de  la  plus  petite  sont  toujours 

I. 
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^gaux,  quelqueloiii  qu'on  pousse  cetle  division,  on  dit  que 
les  deux  premieres  grandeurs  incommensurables  ont  m^me 
rapport  ou  m^me  rai'son  que  les  deux  autres. 

• 

2.  Mais  pour  qu  il  y  ait  lieu  de  d^finir  ainsi  Tegalit^  des 
rapports  incommensurables,  il  est  necessaire  de  demontrer 
que  Tegalite  des  rapports  commensurables  respectifs  est 
ind^pendante  de  la  loi  suivant  laquelle  les  subdivisions 
decroissent  indefiniment ;  c'est-a-dire  que  si  cette  ^galit^  a 
lieu  pour  unc  certaine  loi,  elle  aura  lieu  pour  toute  autre. 
Cette  proposition  peut  ^tre  demon  tree  comme  il  suit : 

Soient  A  et  B  deux  grandeurs  incommensurables  d'une 
espece  quelconque,  et  A',  B'  deux  autres  grandeurs  incom- 
mensurables, soit  de  la  m^me  espice  que  les  premieres, 
soit  de  tout  autre  ^  admettons  que  si  Ton  subdivise  A  et 
A'  en  un  m^me  nombre  de  parties  egales,  qui  croissent  in- 
definiment  suivant  une  certaine  loi  d^termin^e,  on  trouve 
constamment  le  m^me  nombre  de  ces  parties  contenues 
respectivement  dans  B  et  B' :  il  s'agit  de  d^monlrer  que  si 
Ton  partage  A  et  A'  en  un  m6me  nombre  quelconque  m 
de  parties  egales,  non  renferme  dans  la  loi  donnee,  il  se 
trouvera  toujours  un  nombre  egal  de  ces  subdivisions  res- 
pectives  dans  B  et  B^ 

En  effet,  supposons  qu  il  y  ait  un  nombre  k  de  parties 
dans  B  et  un  nombre  diffi^rent,  par  exemple  plus  grand, 
dans  B^  Alors  A  + 1  parties  de  la  premiere  espice  surpasse- 
ront  B  d'une  certaine  quantite  que  je  designerai  par  E; 
tandis  que  ft-f-i  parties  de  la  seconde  seront  encore  infe- 
rieures  a  B'.  Cela  pose,  decomposons  A  en  parties  egales 
moindrcs  que  E,  et  comprises  dans  la  loi  donnee ;  decom- 
posons A'  en  un  nombre  ^gal  de  parties :  d'apris  Fhypo- 
thise,  il  devra  s'en  trouver  respectivement  le  m^me  nom- 
bre dans  B  el  dans  B'.  Mais  il  est  evident  qu^il  y  aura  moins 
de  parties  plus  pelites  que  E  dans  B  que  dans  B+E  ou  dans 
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A  -+-I  des  subdivisions  en  question ;  el  il  y  en  aura  ^videm- 
ment  autant  dans  ces  A+i  subdivisions,  quMl  y  aura  de  par- 
ties correspondantes  dans  les  A  H-i  subdivisions  correspon- 
dantes  de  B',  qui:  donnent  cependant  une  somme  inferieure 
a  B'.  Done  il  y  aurait  dans  B  un  nombre  moindre  de  parties, 
comprises  dans  la  loi  donnee,  qu'il  n'y  aurait  de  leurs  corres- 
pondantes dans  B' ;  ee  qui  est  contre  Thypothese.  II  est  done 
impossible  qu^en  partageant  A  et  A'  en  un  m^me  nombre 
quelconque  de  parties  egales,  ces  parties  ne  soient  pas  res- 
pectivement  comprises  dans  B  et  B'  le  m6me  nombre  entier 
de  fois. 

La  definition  de  Fiuegalite  des  rapports  incommensura- 
bles  sera  la  m^me  que  pour  les  rapports  commensurables. 
On  dira  toujours  qu^un  rapport  est  plus  grand  ou  plus  petit 
qu'un  autre  lorsqu'il  est  celui  d'une  quantite  plus  grande 
ou  plus  petite  que  la  premiere,  a  la  m^me  seconde  quantite. 
Et  I'on  appellera  toujours  somme  des  rapports  de  plusieurs 
quantit^s  a  une  m^me  unite,  le  rapport  de  la  somme  de  ces 
quantit^s  a  la  m^e  uiiit^. 

3.  C'est  au  moyen  de  cette  extension  qu^Euclide  a  pu 
etablir  des  theorimes  g^neraux  dans  la  comparaison  des 
surfaces  entre  elles  et  des  solides  entre  enx.  II  n'aurait  pas 
pu  dire  que  deux  rectangles  de  m^me  hauteur  sont  tou- 
jours dans  le  m^me  rapport  que  leurs  bases,  ni  que  deux 
parall^lipipMes  de  m^me  base  sont  dans  le  m^me  rapport 
que  leurs  hauteurs;  et  tant  d'autres  propositions  analogues 
n'auraient  pu  ^tre  enonc^es  g^neralement,  sMl  n^avait 
d^fini  pr^alablement,  non  les  rapports,  mais  Vegalite  des 
rapports,  dans  tons  les  cas  qui  peuvent  se  presenter. 

Ge  n^est  pas  que  pour  les  besoins  de  la  pratique  il  y  ait 
beaucoup  d'intdr^t  a  donner  ce  degre  de  g^n^ralit^  aux 
theorimes  relatifs  a  la  comparaison,  et,  par  consequent,  k 
la  mesure  des  grandeurs  \  car  on  pent  toujours  les  rendrc 
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commensurables  entre  elles  en  les  augmentant  ou  les  di- 
minuant  de  quantites  moindres  que  toute  grandeur  desi- 
gnee. Mais  au  point  de  vue  de  la  theorie  pure,  il  faudrait 
dire  que  les  propositions  ne  sont  pas  generates,  et  n'ont 
de  sens  que  quand  toutes  les  grandeurs  ont  une  mesure 
commune. 

Nous  verrons  bientot  comment  les  rapports  incommen- 
sufables  peuvenl  ^tre  rattaches  a  la  consideration  des 
Hmites. 


BES    QUAliTITi:S    CONSlDtniES    COMME    LIMITES. 


CHAPITRE  II. 


PREMIERS    PRINCIPES   DE   LA   THEORIE   DES   LIMITES. 


4.  Les  anciens  geometres,  partant  de  la  definition, de  Te- 
galit^  des  quantites  geom^triques  fondee  sur  la  superpo- 
sition, et  de  la  notion  de  Taddition  el  de  la  soustraction  de 
ces  quantites,  sont  parvenus  facilement  a  la  comparaison 
et  a  la  mesure  des  polygones  plans,  des  parallelipip^des 
et  des  prismes  quelconques.  Mais  quand  ils  voulurent 
comparer  des  figures  planes  terminees  par  des  courbes,  on 
des  solides  terminus  par  des  surfaces  courbes,  les  m^mes 
procedes  ne  pouvaient  plus  reussir. 

Ils  eurentalors  Tidee  asses  naturelle,  mais  fondamentale, 
de  considerer^  au  lieu  des  grandeurs  elles-mtoies,  d'autres 
grandeurs  de  TeSp^ce  de  cellcs  qu'ils  savaient  mesurer,  et 
telles,  qu'elles  pussent  diflfi^rer  des  premieres  de  quantites 
moindFes  que  toute  quantite  d^ignee.  Ils  chercbaient 
ensuite  la  relation  entre  ces  grandeurs  voisines  des  propo- 
s^es,  et  dont  ils  rendaient  la  comparaison  aussi  facile  que 
la  question  le  permettait.  Cette  relation  leur  faisait  ais^- 
■lent  juger  celle  qui  devait  avoir  lieu  entre  les  grandeurs 
proposees  •,  et  ils  demontraient  ceite  demiere  en  prouyant, 
par  la  m^thode  p^nible  de  la  reduction  a  rabsurde,  que  la 
Triable  relation  ne  pouvait  en  differer. 

Ainsi,  pour  trouver  la  relation  entre  les  aires  de  deux 
cercles  quelconques,  Euclide  commence  par  demontrer 
qu^en  inscrivant  dans  un  cercle  un  polygone  r^gulier,  et 
en  doublant  successivement  le  nombre  des  c6tes,  la  diffe- 
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rence  de  Taire  fixe  du  cercle  et  de  Taire  variable  du  poly- 
gone  peut  devenir  moindre  que  toute  surface  donn^e.  Cela 
pos^,  il  inscrit  dans  les  deux  cercles  des  polygones  r^u- 
liersy  et  pour  que  la  comparaison  soil  plus  facile,  il  leur 
donne  le  m^me  nombre  de  c6tes  :  leurs  aires  sont  alors  dans 
le  rapport  des  carres  des  rayons  des  cercles.  En  doublant 
le  nombre  des  c6t<^s  de  ces  polygones,  et  repetant  cette  ope^ 
ration  indefiniment,  le  rapport  des  aires  restera  le  m^me, 
et  les  polygones  pourront  difS^rer  aussi  peu  que  Ton  vou- 
dra  des  cercles  proposes ;  d'apres  qUoi  il  est  facile  de  pr^- 
voir  que  I'on  trouvera  ce  m^me  rapport  pour  les  cercles 
eux-m^mes.  Mais  il  se  garde  bien  de  tirer  aussi  prompte- 
ment  la  conclusion  ^  elle  aurait  ete  Tobjet  de  trop  d^atta- 
ques^  surtout  de  la  part  des  sophistes  qui  niaient  des  choses 
beaucoup  plus  evidentes.  II  prend  le  detour  que  nous  avons 
signale  tout  a  I'heure,  et  emploie  la  m^thode  de  reduction 
a  Tabsurde.  II  suppose  que  les  deux  cercles  ne  soient  pas 
comme  les  carres  de  leurs  rayons,  et  remarque  qu^ alors  le 
carr^  du  premier  sera  au  carr^  du  second^  comme  le  pre- 
mier cercle  est  a  une  surface  plus  grande  ou  plus  petite 
que  le  second.  II  examine  successivement  chacune  de  ces 
hypotheses,  et  d^montre,  en  se  fondant  sur  le  lemme  cit^, 
qu'elles  conduisent  a  des  contradictions  :  d'oii  il  conclut 
que  ces  hypotheses  sont  fausses,  et  que,  par  consequent,  le 
rapport  des  carres  des  rayons  est  bien  egal  a  celui  des  deux 
cercles.  C'est  en  suivant  une  marche  analogue  quHl  ramine 
la  comparaison  des  pyramides  a  celle  des  prismes,  le  vo^ 
lume  du  c6ne  a  celui  du  cylindre,  etc.,  etc. 

Les  modemes,  en  conservant  tout  ce  qu'il  y  a  de  fonda- 
mental  dans  cette  methode,  Font  simplifi^  sans  diminuer 
sa  rigueur.  Nous  allons  faire  connaitre  la  methode  genera- 
lement  employee  aujourd^hui,  et  nous  commencerons  par 
poser  quelques  definitions  et  quelques  principes  generaux 
tres-siniples. 
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5.  Limite  d^une  variable. — Lorsqu'une  grandeur  prend 
successivement  des  valeurs  qui  se  rapprochent  de  plus  en 
plus  de  celle  d'une  grandeur  constante,  de  telle  sorte  que  la 
difference  avec  cette  demiire  puisse  devenir  et  rester  moin- 
dre  que  toute  grandeur  designee,  soil  que  la  variable  soil 
toujours  au-dessous,  ou  toujours  au-dessus^  ou  tant6t  au- 
dessous  et  tant6t  au-dessus  de  la  constante,  on  dit  que  la 
premiere  approche  indefiniment  de  la  seconde,  et  que 
celle-ci  en  est  la  limite, 

Ainsi  nous  appelons  limite  d'une  variable,  une  quantite 
constante  dont  la  variable  approche  indefiniment  sans 
jamais  Patteindre, 

6.  lnfinin\ent  petits.  —  On  appelle  quantite  infiniment 
petite,  ou  simplement  infiniment  petit  ^  toute  grandeur 
variable  dont  la  limite  est  zero, 

.  Par  exemple,  la  difference  d'une  variable  quelconque  a 
sa  limite  sera  dite  infiniment  petite,  puisqu'elle  tend  vers 
z^ro.  Ainsi  la  difference  de  I'aire  d'un  cercle  a  celle  du 
polygene  regulier  inscrit,  dont  on  multiplie  indefiniment 
le  nombre  des  c6tes,  est  infiniment  petite.  II  en  est  de  m&me 
de  la  diilerence  d^un  cjlindre  a  un  prisme  inscrit,  d'un 
c6ne  a  la  pjramide  inscrite,  etc.,  etc. 

Nous  citons  ces  cas  particuliers  pour  indiquer  quelques 
exemples*,  mais  les  infiniment  petits  peuvent  se  presenter 
dans  une  foule  de  circonstances  ou  ils  ne  sont  pas  la  dif- 
ference d'une  variable  k  sa  limite  finie. 

Principe  fondamental  des  limites, 

7.  Si  deux  quantites  variables  sont  constamment  egales 
et  tendent  chacune  vers  une  limite,  ces  deux  limites  sont 
necessairement  egales,  —  En  effet,  deux  grandeurs  tou- 
jours egales  ne  presenient  qu'une  seule  valeui^  el  il  semble 
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inutile  de  demonlrer  qa'uo«  valeur  variable  ne  peut  pas 
lendre  a  la  fois  Vers  deux  limites  in^igales,  c'est-a^ire  vers 
deux  graifedeurs  consiantes,  difSerentes  I'uue  de  Tamte. 

II  est,  au  reste,  bien  facile  d'«}outer  quelques  developpe- 
ments  qui  rendent  plus  claire  encore,  s'il  est  possible, 
cette  importante  proposition*  Supposons,  en  effet,  que  deux 
variables  toujours  egales  aient  des  limites  diff^rentes  A  et  6, 
A  etant,  par  exemple,  la  plus  grande,  et  surpassant  B  d'une 
quantite  determinee  A.  La  premiere  variable  ayant  A  pour 
limite,  finira  par  rester  constamment  comprise  entre  deux 
valeurs,  Tune  plus  grande,  I'autre  plus  petite  que  A,  et 
ayant  avee  A  une  difference  aussi  petite  qu'on  voudra; 

bornons-nous  a  supposer  cette  difference  moindre  que  -  A. 

Semblablement  la  seconds  variable  finira  par  rester  inde- 

finiment  a  une  distance  de  B  moindre  que  -  A.  Or  il  est 

evident  qu'alors  les  deux  variables  ne  pourraient  plus  ^tre 
egales :  ce  qui  doit  ^tre  cependant,  d'apris  les  donnees  de 
la  question.  Ces  donnees  sont  done  incompatibles  avec 
Texistence  d'une  difference  quelconque  entre  les  limites 
des  variables.  Done  ces  limites  sont  egales. 

8.  Limites  des  sommes  ^  produits^  quotients  ou  puis- 
sances quelconques  de  variables.  —  i**.  La  limite  de  la 
somme  de  variables  x,j^,  -^v?  ^  en  nombre  fini  quelcon- 
que, qui  ont  respectivement  pour  limites  les  quantites 
a,  i,  c,...,  /  positives  ou  negatives,  est  la  somme  algebri- 
que  de  ces  limites.  En  effet,  les  variables  x,  j^,...,  n 
peuvent  ^tre  representees  respectivement  par  a  -ha^, 
6-1-6,....,  /+^,  les  differences,  positives  ou  negatives, 
a,  S,...,  X  ayant  toutes  pour  limite  zero.  On  aura  done 

=  (n-^*  +  c-h...-*-/)-h(a-|-6-|-...-h>). 
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Or  «  -h  6  -f- . . .+  X  lend  indefilniment  vers  zero,  puisqu'il 
en  est  ainsi  de  chacun  des  termes,  en  nombre  fiiii,  qui  oonr- 
posent  cette  quantite.  Done  la  limite  du  second  mettibre,  et 
par  cons^uent  du  premier  qui  lui  est  toujours  egal,  est 
a-|-ft-Hc-f-...-+-i5ce  quHl  fallail  demontrer. 

Si  X  -\-j  -h  2  -h . . .  +  w  etait  constant^  la  sooune  des 
limites  de  ses  termes  serai t  ^ale  a  cette  cOnstAHle.  Car 
a  -f-  6  -f- ...-}-  X  est  constant,  et  comme  on  prouve  qu  il  pent 
devenir  moindre  que  toute  quantite  donnee,  il  est  rigoureu- 
sememnul. 

La  m^me  remarque  s'applix^e  aux  ptx>p03itions  sui* 
vaa^e^. 

2*^.  La  limite  du  produit  de  plusieurs  variables  est  le 
produit  de  leurs  limites.  En  effet,  en  employant  les  m^mes 
denominations  que  dans  le  cas  precedent,  on  aura 

xyz,  .  .«z=:(a-|-a)(6H-6)  (c-t-7).  ..  (/  +  X)  z=abc,  .  .  / -+-  w, 

w  designant  la  somtne  d'un  nombre  fini  de  termes  ay  ant 
chacun  zero  pour  limite,  puisqu'ils  renferment  comme  fac- 
teurs  au  tnoins  une  des  quautites  a,  ^,  y,.**)  ^9  4^^  ^^^ 
toules  zero  pour  limite.  On  voit  done  que  le  second  mem- 
bre,  oule  premier  xyz . . .  m,  a  pour  limite  abc..,l\  comme 
il  fallait  le  demontf^r. 

Dans  le  cas  particulier  ou  le  produit  ocyz, . .  u  serai t  inva- 
riable, sa  valeur  ne  pourrait  didferer  de  ahc. . .  l^  car  co 
devrait  etre  constante^  et  comme  on  a  prouve  qu'il  pouvait 
^tre  moindre  que  toute  grandeur  donnee,  il  ne  peut  ^tre 
autre  que  z^ro. 

Si)  par  exemple,  on  a  j^  =  i,  il  en  T^sultera  ab  sr^i^ 
Ainsi  deux  variables  dont  les  valeurs  sont  toujours  recipro- 
qaes  Tune  de  Tautre,  ont  des  limites  rAjiproques.  Cette 
remarque  est  d'une  application  frequente. 

3®.  La  limite  du  quoti^it  de  deux  variables  est  le  quo- 
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tient  de  leurs  limites,  quand  la  limite  du  diviseur  i/est  pas 


zero. 


£n  effet, 


X a-i-a a       ba-^a^ 


y       ^-1-6        b^b{b^t) 

Or  le  d^nominateur  de  la  derniire  fraction  finit  par  6lre 
aussi  pris  qa'on  voudra  de  ft',  qui  est  un  nombre  determine 
different  de  z^ro  \  son  num^rateur  tend  vers  z^ro  :  done  cette 

fraction  a  zero  pour  limite.  La   limite  de  -  est  done  -n 

comme  nous  1  avions  annonce. 

On  voit  que  le  seul  cas  a  excepter  est  celui  ou  Ton  a 
ft  =  o. 

Si  -  etait  constant,  il  ne  pourrait  6tre  que  t  \  car  il  fau- 

draitque  la  fraction  tti — ^  fut  aussi  constante:  et  comme 

nous  avons  prouve  qu'elle  pouvait  differer  de  zero  aussi  peu 
qu  on  voudra,  il  faut  qu'elle  soit  z^ro  m&me. 

4°.  La  limite  d'une  puissance  d^termin^e  d'une  variable 
est  egale  a  la  limite  de  cette  variable,  elevee  a  cette  mdme 
puissance. 

Si  le  degre  m  de  la  puissance  est  entier,  jc"*  est  le  pro- 
duit  de  m  facteurs  ^gaux  ax;  et,  d^apr^  le  pi'emier  cas, 
la  limite  de  xf^  sera  a"*. 

Soit  maintenant  mz=z^^  p  ei  q  etant  deux  en  tiers  quel- 

p  }_ 

conques;  x^  est  la  puissance  ^  de  a:^  :  done,  d'aprfes  le  cas 

p 
precedent,  la  limite  de  x*f  est  la  puissance  p  de  la  limite 


I 


de  x^  ou  de  yic\  reste  done  a  trouver  cette  derniere.  Mais 
x,  etant  le  produit  de  q  facteurs  6gaux  a  y^x,  doit  avoir  pour 
limite  la  puissance  q  de  la  limite  de  Vx^  et  comme  x  a  pour 
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limite  a,  il  en  resuhe  que  a  est  la  puissance  q  de  la  limite 

de  yx,  ouque  ^x  a  pour  limite  ^a.  Done  x^  a  pour  limite 

p 
a^^  comme  nous  Tavions  annonce. 

On  voit  sans  peine  que  la  m^me  cons^uence  subsiste 
quand  Texposant  est  negatif.  Et  il  faut  bien  remarquer 
que  X  d&igne  ici  une  variable  quelconque  ayant  une  li- 
mite a ,  et  qui  pent  dependre  d'une  maniire  quelconque 
d^aulres  quantites  variables. 

Ces  principes  suffisent  pour  presque  toutes  les  questions 
que  les  elements  peuvent  presenter.  Nous  leur  donnerons, 
au  commencement  du  second  livre,  une  plus  grande  gene- 
ralite;  mais  nous  croyons  convenable  de  faire  connaitre, 
des  a  present,  en  quoi  consiste  la  m^thode  des  limites,  et  de 
I'eclaircir  par  des  applications  varices,  propres  a  en  faire 
bien  comprendre  l'esprit» 

Methode  des  limit es. 

9.  Quand  on  veut  trouver  une  relation  entre  des  gran- 
deurs qui  ne  se  pr^tent  pas  facilement  aux  comparaisons, 
on  les  considere  comme  limites  de  grandeurs  d'une  espice 
plus  simple,  et  Ton  profile  de  Tindetermination  que  cette 
condition  laisse  subsister,  pour  cboisir  ces  variables  de 
maniire  k  faciliter  la  recherche  d^une  relation  entre  elles. 
Si  Ton  y  pent  parvenir,  le  probleme  est  resolu.  En  effet, 
cette  relation  est  reductible  k  une  equation,  dont  les  deux 
membres  sont  en  general  variables-,  et  comme  ils  sont  con- 
stamment  egaux,  leurs  limites  sont^gales.  Supposons  cha- 
cun  de  ces  membres  compose  de  termes  dans  lesquels  il  n'y 
ait  d'autres  operations  indiquees,  que  des  multiplications, 
des  divisions,  des  puissances  quelconques  des  variables  in- 
troduites.  D'apr^s  les  principes  precedents,  on  aura  la  li- 
mite de  chaque  terme  en  y  remplacant  les  variables  par 


1 4  LIVRE    I. 

leurs  limites;  et  la  limite  de  chaque  meinbre  sera  la  somme 
des  limites  de  ses  diflferents  lermes.  D'ou  Von  voit  que^ 
quand  on  a  trouve  la  relation  entre  les  variable^,  on  a  im- 
m^diatement  la  relation  entre  les  qu^ntUes  proposees  qui 
en  sont  les  limites,  en  remplag^nt  toutes  les  variables  par 
leurs  limites  respect! v^s. 

10.  C'est  en  cela  que  consiste  la  metbode  des  limites. 
Elle  simplifie  la  question  en  ce  qu'elle  ram^ne  a  la  re- 
cbercbe  d'une  relation  entre  des  quantites  plus  simples, 
dont  le  cboix  est  trfes-indetermine,  et  qui  ne  sont  assujetties 
qnk  tendre  ind^finiment  vers  les  quantites  proposees,  sans 
jamais  se  confondre  avec  elles.  Cette  relation  etant  trouvee, 
il  suffit  de  remplacer  toutes  les  variables  par  leurs  limites 
pour  avoir  la  relation  cberchee. 

Remarque,  —  II  pent  arriver  que  la  substitution  pure  el 
simple  des  limites  aux  variables  conduise  a  des  formes  in- 
determinees^  comme,  par  exemple,  dans  le  cas  ou  Ton  aura 
des  fractions  dont  les  deux  termes  auront  zero  pour  limite. 

La  substitution   donnerait  alors  -»  ei^prea^iou  qui  n'^st 

Findication  d^aucune  veritable  operation.  On  pourrail  en- 
core obtenir  d'autres  expressions  sans  signification;  dans 
tons  ces  cas  il  faudrait  recourir  k  des  regies  qui  seront 
exposees  plus  tard. 

11  est  inutile  de  dire  que,  pour  la  commodite  des  calculs, 
il  pent  6tre  utile  d'lntroduire  de  nouvelles  variables  depen- 
dantes  des  premieres.  Ainsi,  d^ja  nous  avons  repr^sente  les 
variables  x,  j^  z,  eto. ,  par  a-f-a,  i  -f-  6?  e  4-  y,  etc. ; 
a,  S,  y  etaient  alors  de  nouvelles  variables  tendant  vers 
a^ero,  en  m^me  temps  quaa7,y,  z  tendaient  vers  a,  &,  c.  Si, 
dans  le  courant  du  calcul,  on  voulait  tout  r^duire  aux 
variables  ar,  y^  z,  etc.,  il  suffirait  de  remplacer  a,  (3,  y,  etc., 
par  X  —  a,  y  —  b^  z  —  c,  etc. 
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U  peut  ar river  que  les  deux  membres  de  I'^aliie^  quoi- 
que  composes  de  quantites  variables,  restent  constants;  on 
aura  toujours  la  relation  entre  les  quantites  proposees,  en 
remplaf  ant  les  variables  par  leurs  limit^s^  On  remarquera 
seulement  que  cette  substitution,  au  lie^  de  doniier  les 
limites  des  deux  membres,  donne  leur  vale\ir  constante. 
Au  reste,  on  aurait  facilement  deux  membres  variables,  en 
faisant  passer  Tun  des  termes  variables  d'un  membre  dans 
Fautre,  ou  encore  en  multipliant  par  un  denominateur 
variable;  mais  ce  serait  une  transformation  inutile,  et  que, 
par  consequent,  il  ne  faut  jamais  fairc. 

Application  aux  cas  simples  que  presente  la  geometric 

elementaire, 

11.  1°.  Troui^er  le  rapport  des  surfaces  de  deux 
cercles,  — Soient  E,  R'  les  rayons  de  ces  cercles;  S,  S'  leurs 
surfaces.  On  demon trera  d'abord,  comme  Euclide,  que  ces 
surfaces  peuvent  ^tre  considerees  comme  les  limites  de 
celles  de  polygones  reguliers  inscrits,  dont  on  doublerait 
inde£iniment  le  nombre  d^s  c6tes.  On  pourrait  bien  pren- 
dre des  polygones  non  reguliers,  mais  il  y  aurait  plus  de 
difBculte,  sans  aucun  avantage;  oubien  encore  ne  pas  s^as-^ 
sujettir  a  donner  le  m^me  nombre  de  c6tes  aux  polygones 
inscrits  dans  les  deux  cercles,  mais  leur  comparaison  serait 
beaucoup  plus  difficile,  et  il  n'y  aurait  encore  aucun  avan* 
tage. 

Ainsi  d'abord  nous  regarderons  les  surfaces  des  deux 
cercles  comme  limites  de  deux  polygones  reguliers  sembla- 
bles,  dont  le  nombre  des  c6tes  augmente  indefiniment. 

Or  on  sait  que  deux  polygones  reguliers  semblables  sont 
entre  eux  comme  les  carres  des  rayons  des  cei^cles  circon- 
scrits.  Si  done  on  designe  par  P,  P  les  aires  des  polygones 
variables  inscrits  dans  les  deux  cercles,  on  aura  constam- 
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ment  la  proportion 

P  _  R» 

Ayant  ainsi  une  relation  entre  les  variables,  il  suffira  de 
les  remplacer  par  leurs  limites,  pour  obtenir  celle  qui  a 
lieu  entre  ces  demiires;  d'ou  resulte 

C  _R]^ 

et,  par  consequent,  les  surfaces  de  deux  cercles  quelconques 
sont  comme  les  carr^s  de  leurs  rayons. 

Le  cas  que  nous  venons  de  traiter  est  celui  oil  les  deux 
membres  de  I'egalite  sont  constants.  On  les  aurait  eu  varia- 
bles, si  Ton  avait  chasse  les  denominateurs,  et  la  relation 

aurait  et^ 

PR'»  =  P'R». 
On  en  aurait  conclu 

CR'»  =  C'R% 
et,  par  suite, 

Mais,  comme  il  n^y  a  aucun  avantage  k  avoir  des  membres 
variables  plut6t  que  constants,  il  ne  faut  jamais  faire  la 
moindre  transformation  pour  les  avoir  tels.  . 

2^.  Deux  pjframides  tn'angulaires  de  bases  equiy^alentes 
et  de  m^me  hauteur  sont  equiualentes* — En  eflet,  on  peut 
d^montrer,  comme  Euclide,  que  toute  pyramide  triangu* 
laire  est  la  limite  d'une  somme  de  prismes  triangulaires.  Ces 
prismes,  ^tant  construits  simultandment  dans  deux  pyra- 
mides  qui  out  base  ^uivalente  et  m^me  hauteur,  sont  res- 
pectivement  equivalentes ;  et,  par  suite,  leurs  sommes  le 
sont. 

Cela  pose,  les  deux  pyramidcs  propos^es  sont  les  limites 
de  quantit^s  variables  toujours  egales  en  valeur,  done  elles 
le  sont  elles-m^mes,  comme  il  fallait  le  demontrer. 
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3^.  Un  cone  a  pour  mesure  le  tiers  du  produk  de  sa 
base  par  sa  hauteur,  —  En  eflet,  Euclide  a  demontr^  qu^nn 
c6ne  est  la  limite  d'une  pyramide  ayant  m^me  sommet,  et 
pour  base  un  polygene  inscrit  dans  la  base  du  c6ne,  et  dent 
le  nombre  des  c6t^s  croit  indefiniment.  Cela  pos^,  d^i- 
gnons  par  Y  le  volume  du  c6ne^  par  B  sa  base  et  par  H  sa 
hauteur.  Soient  \\  B'  le  volume  et  la  base  de  la  pyramide 
inscrite,  dont  la  bauteur  aura  m^me  valeur  H. 

Toute  pyramide  ayant  pour  mesure  le  tiers  du  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur^  on  aura 

S 

Rempla^ant  les  variables  V,  B'  par  leurs  limites  V  et  B, 
on  aura 

V  =  ~B.H, 

ce  qui  prouve  la  proposition  enoncee. 

Les  applications  aux  autres  propositions  de  la  g^om^trie 
elementaire  seraient  aussi  simples,  et  nous  ne  nous  y  arr6- 
terons  pas. 


» 


» 


1. 
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GHAPITRE  III. 

R^lFLEXIONS   AU   SUJET   DE   QUELQUES   D^FIMITIONS 


.  De  Vinfini. 


12.  Le  mot  infini  est  employe  pour  exprimer  T absence 
de  limite,  de  borne  quelconque  :  c'est  ainsi  que  I'espace 
et  le  temps  sont  dits  infinis.  Cette  idee  exclut  evidemment 
celle  de  toute  comparaison  sous  le  rapport  de  la  grandeur. 
Neanmoins,  pour  abreger  le  discours,  on  parle  souvent  de 
quantit^s  infinies^  on  les  soumet  aux  m^mes  operations  que 
les  quantites  finies  :  et  il  est  tr&s-important  de  ne  pas  se 
meprendre  sur  la  maniere  dont  ce  langage  doit  6tre  entendu. 

Ces  quantites  dites  infinies  ne  peuvent  se  presenter  que 
de  deux  manieres  :  ou  comme  solutions,  ou  comme  donnees 
d'une  question. 

L^infini  peut  se  presenter  comme  solution  lorsque,  pour 
determiner  certain es  quantites,  on  les  regarde  comme  d^- 
pendantes  d'une  autre;  et  que  dans  le  cas  particulier  que 
Ton  a,  en  vue,  cette  derniere  n'existe  plus,  tandis  que  pour 
des  cas  trfe-voisins  elle  aurait  des  valeurs  qui  pourraient 
depasser  toute  grandeur  assignee.  Ainsi,  par  exemple,  pour 
determiner  un  angle,  on  peut,  en  general,  prendre  pour  in- 
connue  sa  tangente  trigonometrique  5  mais  il  faut  excepter 
le  cas  particulier  de  Tangle  droit.  Les  equations  qui  donne- 
ront  la  valeur  de  cette  tangente  devront  conduire  a  une  ex- 
pression qui  croitra  indefiniment,  a  mesure  que  les  donnees 
se  rapprocheront  de  celles  qui  conduiraient  pour  solution  a 
Tangle  droit.  Dans  ce  dernier  cas,  Texpression  ne  doit  plus 
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rien  representer,  et  apprendra  par  cela  m&me  que  la  ques- 
tion se  rapporte  a  ce  cas  particulier.  La  forme  qu'elle  pren- 
dra  le  plus  ordinairement  sera  ccUe  d^un  nombre  fini,  di- 
vise  par  zdro«  On  dit  alors  que  la  iraleur  de  I'inconnue  est 
infinie,  et  que  Tangle  correspondant  est  droit  *,  de  sorte  que 
la  question  proposee  est  possible,  et  sa  solution  est  deter- 
minee.  Mais  si  la  quantity  dont  la  valeur  g^n^rale  se  pre-^ 
sente  dans  un  cas  particulier  sous  la  forme  illusoire  d^un 
nombre  divis^  par  zero,  n'est  pas  une  inconnue  auxiliaire, 
mais  bien  celle  que  Ton  voulait  determiner,  il  est  clair  que 
la  question  proposee  etait  impossible. 

13.  L'infini  pent  encore  se  pr&enter  autrement  que 
comme  solution  d'^quations  dans  des  cas  particuliers ;  il 
pent  se  trouver  dans  les  donnees  m^mes  de  la  question.  On 
pent  se  proposer  de  trouver  la  limite  du  rapport,  de  la  diffe- 
rence, ou  de  toute  autre  fonction  de  quantit^s  dependantes 
les  unes  des  autres,  et  croissant  sans  limites.  Dans  ces 
divers  cas,  on  dit  quelquefois  que  cette  limite  est  le  rapport, 
ou  la  difference,  ou  la  fonction  quelconque  de  ces  quantity 
infinies;  mais  il  n^y  aurait  aucun  sens  a  attribuer  a  la  com-- 
paraison  des  deux  infinis,  puisque,  comme  je  Tai  deja  dit, 
Tinfini  ne  signifie  pas  une  grandeur,  mais  Tabsence  de 
limites  :  ainsi,  si  Ton  mene  dans  un  plan  des  paralliles 
equidistantes,  il  est  absurde  de  dire  que  les  espaces  infinis 
renfermes  entre  les  paralleles  consecutives  sont  egaux.  Mais 
si  Too  cherche  les  rapports  de  ces  espaces  croissant  indififi- 
niment,  on  peul  bien  se  demander  quelles  sont  leurs  limites, 
et  Ton  trouve  alors  un  r^sultat  completement  indetermine; 
car  on  pent  faire  croitre  ind^finiment  les  longueurs  de  deux 
de  ces  bandes  en  eublissant  entre  elles  une  relation  arbi- 
traire  ^  et  Ton  ne  trouverait  le  rapport  de  ces  bandes  infi" 
nies  egal  a  I'unit^  que  dans  des  cas  tres-particuliers, 

Ce  m^me  langage  vicieux  est  souvent  employ^  quand  on 

2. 
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veut  designer  les  lirailes  \ers  lesquelles  teiitlenl  des  gran- 
deurs variables,  lorsque  certaines  autres  grandeurs,  dont 
elles  dependent,  croissent  sans  limiie.  Ainsi,  par  exemple, 
le  cercle  est  la  limite  vers  laquelle  tend  un  polygene  regu- 
lier  inscrit,  dont  le  nombre  des  cotes  croit  indefiniment; 
*et,  pour  exprimer  cette  propriete,  on  dit  queiquefois  que  le 
cercle  est  un  polygone  regulier  d'une  infinite  de  c6te8.  On 
dit  encore  qu'une  droite  en  rencontre  une  autre  a  Tinfini, 
au  lieu  de  dire  qu'elle  est  la  limite  d'une  droite  qui  rencon- 
tre Tautre  a  une  distance  qui  augmenle  sans  limite. 

Toutes  ces  manieres  de  s'exprimer  onl  des  inconvenients 
pour  ceux  dont  les  idees  ne  sont  pas  encore  bien  faites,  et 
nous  ne  les  emploierons  jamais. 

Des  nombres  incommensurahles . 

14.  Lorsque  nous  avons  donne  la  definition,  non  pas  des 
rapports  incommensurables ,  mais  de  Tegalite  de  rapports 
de  quantites  incommensurables  entre  elles,  nous  avons  fait 
remarquer  que  ce  n'etait  que  par  une  extension  donnee  au 
mot  nombre  que  Ton  pouvait  dire  que  ces  quantites  ont  un 
rapport  qui  est  un  nombre.  11  n'y  avait  done  pas  lieu  de 
dire  qu'on  pouvait  approcher  indefiniment  du  rapport  de 
deux  quantites  incommensurables,  au  moyen  de  rapports 
commensurables,  ni,  par  suite,  de  regarder  les  nombres  in- 
commensurables comme  limites  des  nombres  commensu- 
rables et  d'y  appliquer  les  principes  relatifs  aux  limites. 

Mais,  apr^  avoir  fait  Texteusion  du  sens  du  mot  nombre, 
et  avoir  defini  avec  precision  Tegalite  et  I'lnegalite  des  nom- 
bres incommensurables,  il  est  bon  de  remarquer  que  le 
rapport  de  deux 'quantites  incommensurables  est  la  limite 
de  nombres  commensurables  variables.  En  effet,  nous 
avons  vu  qu'on  pouvait  approcher  indefiniment  de  la  pre- 
miere quantite,  au  moyen  de  quantites  commensurables 
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avec  la  seconde,  plus  grandes  ou  plus  petites  que  la  pre- 
miere, doDt  elles  difTerent  de  moins  que  d'une  subdivi- 
sion de  la  seconde.  Les  rapports  de  ces  variables  a  cette 
setonde  sont  commensurablcs  et  croissent  ou  decroissent 
avec  les  variables.  De  plus,  pour  avoir  le  rapport  incom- 
mensurable lui-m^me,  11  faudrait,  d'apres  la  definition  de 
la  somme  des  nombres,  a j  outer  ou  retrancher  au  rapport 
variable  celui  du  reste  ou  de  Fexces,  a  cette  quantity  con- 
stants Ce  dernier  rapport,  iYif(^rieur  a  celui  d*une  subdivi- 
sion qui  pent  devenir  moindre  que  toute  quantite  donnee, 
tend  done  indefiniment  vers  ^ero.  Done,  d'apres  le  sens 
etendu  donn^  a  toutes  les  expressions,  les  nombres  incom- 
mensurables  sont  limites  de  nombres  commensurablcs,  et 
tons  les  principes  des  limites  y  sont  applicables.^ 

15.  Remarque.  On  pent  arriver  a  Tidee  des  nombres 
incommensurables,  autrcment  qu^en  comparant  deux  gran- 
deurs qui  n^ont  pas  de  commune  mesure,  et  par  des  consi- 
derations purement  arithmetiques,  comme,  par  exemple, 
celles  des  racines,  des  logarithmes,  etc.  Dans  ces  cas  on 
trouve  des  nombres  commensurablcs  qui  satisfont  a  des 
conditions  de  plus  en  plus  voisines  des  proposees,  et  qui, 
en  prenant  une  unite  de  nature  quelconque,  represente- 
raient  des  quantites  concretes  tendant  vers  des  limites  de- 
termiuees.  On  convient  alors  de  dire  que  ces  limites  in<* 
commensurables  avec  Tunite  ont  avec  elle  des  rapports  que 
Ton  appellera  nombt*es  incommensurables,  etqui  serontdits 
satisfaire  aux  conditions  ou  equations  proposees. 

Arrivant  ainsi  a  la  consideration  du  rapport  de  deux 
grandeurs  qui  n'ont  pas  de  commune  mesure,  on  ajoute- 
rait  les  diflerents  developpements  que  nous  avons  donnes 
precedemment. 
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De  Vequwalence, 

16.  La  notion  de  Fequivalence  parait  si  naturelle  et^si 
simple,  que  les  geometres  ont  rarement  semi  la  necessite 
de  la  definir.  Euclidene  fait  aucune  diiTerence  enlre  Tequi- 
valence  et  Tegalite,  il  se  sert  du  m^me  mot  pour  designer 
Tune  et  I'autre  ^  il  dit  egaux  deux  triangles  de  m&me  base 
et  de  m^me  hauteur.  Mais  aujourd'hui  que  Tegalite  en  geo- 
m^trie  se  definit  exclusivement  par  la  coincidence,  il  n'est 
plus  permis  de  dire  egales  des  figures  qui  ne  peuvent  coin- 
cider^  et  lorsqu'on  les  appelle  equivalentes,  il  faut  dire 
sans  equivoque  ce  qu'on  entend  par  la,  et  qu'il  n'y  ail  pas 
plus  d'obscurile  dans  Fequivalence  d'un  cercle  avec  un 
carre,  que  dans  Tegalite  dc  deux  triangles. 

Quelques  auteurs,  voulant  faire  la  distinction  des  deux 
egalites,  ont  appele  la  seconde  egalite  en  surface^  mais  ils 
n'ont  donne  aucun  caractere  precis  pour  la  reconnaitre.  Ils 
Font  admise  pour  les  figures  resultant  dc  la  reunion  pu  de 
la  soustraction  de  figures  egales,  ou  pour  les  m^mes  parties 
aliquotes  d^une  m^me  figure  conduisant  a  des  figures  non 
superposables.  Ainsi,  par  exemple,  on  pent  partager  un 
parallelogramme  en  deux  parties  egales  d^une  infinite  de 
mani&res,  puisqu'il  suffit  de  le  couper  par  une  ligne  passant 
par  le  point  de  rencontre  de  ses  diagonales.  Toutes  ces  moi- 
ties,  de  formes  si  di verses,  sont  dites  equivlilentes.  Mais 
tous  ces  cas  simples  seraient  insuffisants,  et  d'ailleurs  au- 
raient  besoin  d'etre  ramenes  a  un  caractere  commun  qui 
servirait  alors  de  definition  a  Fequivalence.  Autrement,  on 
pecherait  contre  le  principe  general  que  nous  avons  enonce 
au  commencement  de  cet  ouvrage,  et  qui  consiste  en  ce  que 
Fapplication  des  nombres  a  Fetude  des  grandeurs  de  toute 
espice  exigG  prealablement  une  definition  precise  de  Fega- 
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lite,  c'est-a-dire  des  conditions  sous  lesquelles  le  rapport 
de  deux  grandeurs  sera  dit  egal  a  Vunit^. 

Cela  pose,  nous  dirons  que  deux  quantites  geom^triques 
sent  equivalentes,  lorsqu'elles  seront  composees  de  parties 
egales,  ou  seront  limites  de  quantites  variables  composees 
de  parties  respectivement  egales, 

17.  On  peut  remarquer  que  si  Ton  con^oit  les  parties 
correspondantes  de  ces  quantites  evaluees  par  rapport  a 
une  m^me  unite,  on  trouvera  de  part  et  d' autre  les  m^mes 
nombres  et  les  m^mes  sommes  de  nombres ;  de  sorte  que  les 
quantites  equivalentes  seront  exprimees  par  les  m^mes 
nombres  ou  par  les  limites  de  nombres  egaux.  Mais  cette 
propriety  ne  doit  pas  ^tre  choisie  pour  servir  de  definition ; 
elle  est  imm^diatement  fondee  sur  la  precedente,  d^apr^s 
le  sens  que  nous  avons  attache  a  Tegalite  et  a  Faddition  des 
nombres. 

Les  quantites  equivalentes  etant  exprimees  par  des  nom- 
bres egaux,  routes  les  operations  de  soustraction,  de  divi- 
sion, etc.,  faites  sur  des  quantites  equivalentes  donneront 
les  quantites  exprimees  par  des  nombres  egaux,  et,  par  con- 
sequent, Equivalentes.  Par  exemple,  de  quelque  maniere 
qu  on  partage  un  parallel ogramme  en  denx  parties  egales, 
toutes  ces  figures  non  superposables  sont  ^uivalentes. 
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CHAPITRE  IV, 

DES    DIFFERENTES    MANIERES   DONT    LES   QUANTIT^S 
PEUVENT   6tRE   CONSID^RI^ES   COMME    LIMITES 

DP   VARIABLIlS. 


18.  Les  grandeurs  peuvent  6tre  consld^rees  comme  de- 
pendant de  limites  de  variables,  de  bien  des  maniercs  dif- 
ferentes.  Les  formes  de  leurs  expressions  peuvent  6tre 
aussi  di verses  que  celles  des  questions  mdmes  dent  elles 
sent  les  solutions. 

Mais  lorsqu'il  s'agitseulement  de  ramener  une  quantite 
a  d'autres  plus  faciles  a  traiter,  ,et  qu'on  n'apercoit  pas 
immediatement  une  quantity  variable  dVne  esp^ce  plus 
simple  dont  elle  soit  la  limite,  on  emploie  le  plus  ordinai- 
rement  I'un  des  deux  procedes  suivants,  qui  ont  ete  imagi- 
nes par  les  geom^tres  anciens  et  considerablement  deve- 
loppes  par  les  modernes. 

Ces  deux  procedes  out  eel  a  de  commun  qu'ils  consistent 
Tun  et  Tautre  a  enlever  successivement  de  la  quantite  pro- 
posee  des  quantites  d'une  espece  plus  simple,  en  laissant 
un  reste  qui  pr^sente  bien  les  m^mes  difBcult^s  que  la 
quantite  en  question,  mais  qui  diminue  de  plus  en  plus  et 
a  pour  limite  zero.  Par  la  on  tend  de  plus  en  plus  a  epuiser 
la  quantite,  ce  qui  a  fait  donner  a  la  methode  fondee  sur  ces 
procedes  le  nomde  methode  d! exhaustion ,  Mais  il  y  a  deux 
maniercs  tres-differen les  dc  proceder  a  Tepuisement  de  la 
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quantite.  Dans  Tune  on  enleve  d'abord  une  cerlaine  quan- 
lite  determinee,  et  Ton  ne  s'occupe  plus  que  de  ce  qui  reste ; 
pais  on  enl&ve  de  ce  resle  une  nouvelle  quantite  deter- 
minee^ et  I'on  obtient  un  nouveau  reste  sur  lequel  on  agit 
de  m^me^  et  ainsi  de  suite  indeiiniment,  de  telle  sorte  que 
les  restes  puissent  devenir  moindres  que  toute  quantite 
donnee  :  de  cette  maniere,  la  quantite  est  la  limite  d^une 
somme  de  quantites  fixes  dont  le  nombre  augmente  inde- 
finiment. 

On  appelle  serie  une  suite  de  grandeurs  determinees  dont 
le  nombre  est  indefini.  En  employam  cette  expression,  ce 
premier  procede  revient  done  a  consid^rer  une  grandeur 
comme  limite  de  la  somme  des  termes  d^une  serie,  Le 
second  procede,  du  a  Archimede,  consiste  a  considerer 
dans  la  grandeur  des  parties  d'espice  plus  simple,  non  pas 
lixes  comme  dans  le  premier,  mais  decroissant  chacune  in- 
definiment;  ces  parties  variables  ayant  zero  pour  limite 
sont  ce  que  nous  avons  appele  des  infiniment  pet  its.  Leur 
nombre  augmente  indefiniment,  et  elles  doivent  ^tre  cboi- 
sies  de  telle  sorte,  que  leur  somme  diffire  de  la  grandeur 
en  question  d'une  quantite  qui  puisse  devenir  moindre  que 
toute  quantity  donnee.  De  cette  maniere,  les  grandeurs  sont 
consid^rees  comme  limiles  de  sommes  de  quantites  infini* 
ment  petites,  dont  le  nombre  augmente  indefiniment , 

Les  anciens  ont  connu  ces  deux  procedes  comme  nous 
Tavons  dit  :  nous  en  donnerons  tout  a  Theure  quelques 
exemples. 

19,  Les  modernes  ont  fait  entrer  d'une  autre  maniere 
encore  les  infiniment  petits  dans  Texpression  des  varia- 
bles dont  les  limites  font  connaitre  les  quantites  cherchees  : 
ils  ont  considere  les  rapports  des  infiniment  petits  entre 
eux.  Lorsque  deux  quantites  tendcnl  vers  zero  en  dopen- 
danl  Tune  de  Tautre,  leur  rapport  est  une  quantite  deter- 
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minee  qui  tend  en  general  vers  une  limite  finie.  Cette  con- 
sideration, inconnue  aux  anciens,  est  un  des  plus  grands 
progr^s  que  la  science  doive  aux  niodernes. 

L'objet  principal  de  cet  ouvrage  est  de  traiter  des  infini- 
ment  petits  sous  ces  deux  points  de  vue.  Nous  aurons  ce- 
pendant  Toccasion  d' employer  les  series  dans  revaluation 
des  grandeurs^  et  d'ailleurs  nous  ne  pouvons  nous  dispen- 
ser de  dire  quelques  mots  sur  la  mani&re  dont  elles  ont  ^te 
introduites  par  les  anciens  geomitres. 


DES    QUANTIT^S    CONSlDtRtES    COMME    LIMITES.  27 


CHAPITRE  V. 

DES  GRA^'DEURS   GONSIDERJ^ES   COMME   UMITES 

DE   Sl^RIES. 


20.  PyramiddB  triangulaires .  —  Nous  avons  dit  prece- 
demment  qu'Euclide  avail  demontre  qu^une  pyramide  triaii- 
gulaire  etait  liniite  d'une  somme  de  prismes^  nous  allons 
faire  connaitre  le  mode  de  decomposition  qu  il  emploie,  et 
qui  conduit  a  une  s^rie. 

Soil  la  pyramide  SABC  (fig-  i)  ^  designons  sa  base  par  b 
ct  sa  hauteur  par  h.  En  joignant  les  milieux  des  aretes,  on 
forme  deux  prismes  triangulaires  equivalents  DEFAHG, 
HEICFG,  et  deux  pyramides  triangulaires  EHBI,  SDEF, 
egales  entre  elles ,  semblables  a  la  premiere,  et  ayant  leurs 
aretes  deux  fois  moindres  que  les  siennes.  L'un  des  deux 
prismes  a  pour  base  le  quart  de  ABC  ou  de  &,  et  pour  hau- 
teur la  moitie  de  h.  II  est  plus  grand  que  Tune  des  deux 
pyramides  5  car  en  joignant  DH,  DG,  la  pyramide  DAHG 
serait  egale  a  Tune  d' elles  et  serait  renfermee  dans  le 
prisme  :  d'ou  il  suit  que  la  somme  des  deux  prismes,  ^tant 
plus  grande  que  les  deux  pyramides  restantes,  est  supe- 
rieure  a  la  moiti^  de  la  pyramide  proposee.  En  decompo- 
sant  ces  deux  pyramides  de  la  meme  maniere  que  la  pre- 
miere, les  prismes  que  Ton  formera  seront  superieurs  a  la 
moitie  de  ces  pyramides,  et  il  restera  un  nombre  double  dc 
pyramides  ayant  leurs  aretes  moitie  moindres. 

En  continuant  ainsi  iudefiniment,  011  obtieiit  unc  suite 
de  prismes  en  nombre  indefiniment  croissant  et  dont  la 
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somme  peut  differer  aussi  peu  qu^on  le  voudra  du  volume 
de  la  pyramide.  En  eflet,  apr&s  avoir  enleve  les  prismes  de 
premier  ordre,  il  resle  moins  de  la  moitie  de  la  pyramided 
apres  avoir  enleve  de  ce  reste  les  prismes  de  second  ordre, 
le  resle  est  moindre  que  la  moitie  du  premier  et,  par  con- 
sequent, que  le  quart  de  la  pyramide.  Le  troisieme  reste, 
moindre  que  la  moitie  du  second,  sera  moindre  que  le  hui- 
tieme  de  la  pyramide,  et  ainsi  de  suite.  Done  on  peut  arri- 
ver  a  un  reste  moindre  que  tout  volume  designe^  puisque, 
en  partageant  une  quantite  fixe  en  lin  nombre  de  parties 
qu'on  double  indefiniment,  on  peut  arrlVer  a  des  parties 
moindres  que  toute  grandeur  donn^e.  La  pyramide  est  done 
la  limite  de  la  somme  des  prismes  d'ordres  successifs,  obte- 
nus  comme  nous  Tavons  indique.  C^est  ainsi  qu'Euclide  a 
d^montre  cette  proposition,  et  on  en  conclut,  comme  nous 
Tavons  vu  pr^edemment,  que  deux  pyramides  triangu- 
laifes  de  base  equivalente  et  de  m6me  bauteur  sont  equi- 
valentes. 

21 .  Mais  nous  allons  en  faire  un  autre  usage  et  en  de- 
duire  immediatement  le  volume  m^me  de  la  pyramide. 
Nous  remarquerons  pour  cela  que  la  somme  des  prismes  de 

premier  ordre  a  pour  mesure  —r'i  puisque  chacun  des  deux 

a  pour  mesure  -tt-«  Or  les  prismes  d'un  ordre  quelconque 

sont  en  nombre  double  de  ceux  de  I'ordre  precedent ;  mais 
leurs  dimensions  etant  moilie  moindres,  leurs  volumes 
sont  respectivement  huit  fois  moindres^  leur  somme  sera 
done  le  quart  de  la  precedente. 

Les  termcs  de  la  serie  dont  la  limite  est  le  volume  de  la 
pyramide,  seront  done 

bh       hh       hh 
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el  si  Ton  designe  par  V„  le  volume  de  la  somme  desprismes 
jusqu'a  un  ordre  quelconquo  «,  on  aura 

Les  Iimites  des  deux  membres  devant  ^tre  egales,  et  la  pre- 
miere etanl  le  volume  de  la  pyramide,  ce  dernier  sera  egal 
au  produit  de  bli  par  la  limite  de  la  somme  des  termes  de 
la  progression  geometrique 

I        1        I 

4"^  4^  +  4^  ■^•••' 

Ceite  serie  est  la  premiere  qui  ait  ete  sommee,  et  elle  Ta 
ele  par  Archimede,  a  roccasion  de  Taire  de  la  parabole.  Sa 

limite  est  -= ;  d'ou  il  suit  que  la  mesure  du  volume  de  la  py- 

..  bh 

ramide  est  -=— 

22.  uiire  du  segment  parabolique,  —  Cherchons  main- 
tenant  I'aire  d'un  segment  parabolique  quelconque  ASB. 

Soit  SC  (fig*  ^)  le  diamitre  des  cordes  parall^es  a  AB; 
C  sera  le  milieu  de  AB,  et  la  tangente  en  S  sera  parallele  a 
AB.  Le  triangle  ASB,  moitie  du  parallel ogramme  ABA'B' 
dont  les  c6t^s  A  A',  BB'  sont  paralleles  a  SC,  et  qui,  par 
consequent,  renferme  le  segment  ASB,  sera  plus  grand  que 
la  moitie  de  ce  segment. 

Faisons  pour  les  deux  segments  dont  les  bases  sont  SA, 
SB,  ce  que  nous  venons  de  faire  pour  le  premier^  les 
triangles  SDB,  AD'S  seront  superieurs  aux  moiti^s  de  ces 
segments.  Agissons  de  m^me  pour.les  quatre  segments  res- 
lants  dont  les  bases  sont  BD,  DS,  SIV,  D'A,  et  continuons 
ainsi  indefiniment.  II  est  facile  de  voir  que  le  premier 
triangle  ASB,  plus  les  deux  triangles  de  second  ordre,  plus 
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• 

les  quatre  de  troisiime  ordre,  plus  les  huit  de  qua- 
trieme,  etc.,  forment  une  somme  dont  la  limite  est  le  seg- 
ment ASB.  Car  on  prend  d'abord  plus  de  sa  moitie,  ensuite 
plus  de  la  moitie  du  premier  reste,  plus  de  la  moitie  du 
second,  et  ainsi  de  suite  indefiniment.  D'ou  Ton  conclut, 
par  les  m^mes  raisons  que  dans  Texemple  precedent,  que 
le  segment  est  la  limite  de  la  somme  des  triangles. 

Cette  demonstration  est  due  a  Archim^de;  il  a  prouve 
ensuite  que  la  somme  des  triangles  d'un  ordre  quelconque 
est  le  quart  de  la  somme  de  ceux  de  I'ordre  precedent. 
Soit,  par  exemple,  le  segment  ASB ;  menons  DI,  EH  paral- 
IMes  k  BC,  E  ^tant  le  milieu  de  SB.  On  aura 

BC=2EH  =  2DI; 

d'ou  resulte,  d'apres  la  propriele  des  ordonnees  de  la  para- 
bole, 


d'ou 


SI  =  7SC,     et,  par  suite,     IK  =  7CB, 
4  4 


DK=7CB. 

4 


Mais  les  triangles  SCB,  SDB,  ayant  m^me  base  SB,  sont 
comme  leurs  bauteurs,  on  comme  les.  paralleles  CB,  DK  ^ 
done 


De  meme  on  aura 


SDB  =  7  CSB . 

4 


SD'A  =  y  SAC» 
4 


Done  les  deux  triangles  inixquels  donne  naissance  un  trian- 
gle ASB,  d'un  ordre  precedent,  forment  une  somme  ^gale 
au  quart  de  celui-ci ;  car  ce  que  nous  venons  de  dire  de  ASB 
pent  se  dire  d'un  triangle  d  un  ordre  quelconque. 
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II  resulte  de  la  que  fes  sommes  des  triangles  des  diflTe- 
rents  ordres  forment  la  progression  geometrique  suivante  : 

^^^       ASB       ASB         ASB 

^^^'    — '    44'    4T4'-- 

C*est  precisement  a  cette  occasion  qu'Archimede  a  trouve 
la  formule  de  la  somme  des  termes  d'une  progression. 

Nous  n^acheverons  pas  la  solution  comme  Archimede  ^ 
mais,  d'apr^s  le  principe  des  limites,  nous  nous  bornerons 
a  prendre  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  cette  progres- 
sion, et  nous  aurons  ainsi  la  valeur  exacte  de  la  limite  de  la 
somme  des  triangles,  c'est-a-dire  la  valeur  du  segment  pa- 
rabolique.  Cette  limite  est 

?ASB     ou     ^AA'BB', 

On  pent  remarquer  que  les  deux  parties  ASC,  CSB  du 
segment  sont  equivalentes ;  car  elles  sont  les  limites  de 
sommes  de  triangles  respectivement  equivalents.  Ainsi  la 

surface  SDBC  est  egale  a  |  SCBB'. 

23.  Cercle  considere  comme  limite  d'une  serie.  — 
Euclide  inscrit  d'abord  un  carre  dans  le  cercle ,  puis  il  joint 
les  milieux  des  quatre  arcs  aux  extrdmites  des  cdtes,  et 
ajoute  ainsi  quatre  triangles  au  carr^,  d'ou  resulte  un  octo- 
gone  regulier  inscrit.  II  joint  ensuite  les  milieux  des  nou- 
veaux  arcs  aux  extr^mit^  des  c6tes  de  cet  octogone,  ce  qui 
ajoute  huit  nouveaux  triangles  et  donne  le  polygone  regu- 
lier de  seize  c6t^;  et  il  continue  ainsi  indefiniment.  Or  il 
eat  facile  de  voir  que  la  serie  dont  les  termes  seraient  les 
sommes  snccessives  des  triangles  de  m^me  ordre  a  pour 
limite  I'aire  du  cercle.  En  effet,  soient  AB  ( fig,  3)  un  c6te 
•  d^un  polygone  regulier  quelconque,  M  le  milieu  de  Fare 


3a  LIVRE    I. 

sous-tendu  et  I  le  milieu  du  c6tS.  Le  triangle  AM6  est 
plus  grand  que  la  moitie  du  segment  AMB;  car  il  est  moiii^ 
du  rectangle  ayant  pour  base  A6  et  pour  hauteur  MI,  et 
dont  le  segment  n'est  qu  une  partie.  Doncles  triangles  que 
Ton  ajoute  a  un  polygene  regulier  inscrit,  en  doublant  le 
nombrc  de  ses  c6t^s,  forment  plus  de  la  moitie  de  la  diffe* 
rence  de  ce  polygon  e  au  cercle.  Si  done  on  part  du  carre 
inscrit,  qui  est  plus  grand  que  la  moitie  du  cercle  m^me , 
puisqu'il  est  la  moitie  du  carre  circonscrit,  il  s^ensuit  qu  en 
enlevant  du  cercle  le  carre  et  les  divers  ordres  de  triangles 
successifs,  on  prend  d^abord  plus  de  la  moitie  du  cercle, 
ensuite  plus  de  la  moitie  du  reste,  et  ainsi  de  suite  indefini-^ 
ment.  Cest  ainsi  qu  Euclide  arrive  a  la  consequence  que  la 
somme  dcs  segments  qui  constituent  la  difference  des  poly- 
genes au  cercle  pent  devenir  moindre  que  toute  quantite 
donnee;  et  que,  par  consequent,  en  employ  ant  notre  Ian- 
gage,  le  cercle  est  la  limite  de  polygenes  reguliers  inscrits, 
dont  le  nombre  des  c6les  augmente  indefiniment. 

24.  On  pourrait  bien  arriver  a  cetle  m^me  consequence 
en  considerant  immediatement  les  polygenes  inscrits  sans 
s'occuper  des  triangles  qui  s'y  ajoutent  pour  former  le  poly- 
gone  suivant.  On  remarquera  m^me  que  le  premier  proc^e 
suppose  que  le  nombre  des  c6tes  va  toujours  en  se  doublant ; 
ce  qui  n^est  pas  necessaire  a  I'exactitude  de  la  proposition. 
Mais  il  faudrait  alors  considerer  en  m^me  temps  des  poly- 
genes circenscrits  semblables,  et  prouver  que  la  difference 
des  aires  de  deux  polygenes  semblables,  Fun  inscrit,  I'autre 
circonscrit  au  cercle,  pent  devenir  moindre  que  toute  quan- 
tite donnee ;  et  la  difference  du  cercle  a  I'un  ou  Tautre  de 
ces  deux  polygenes  etant  moindre  que  cette  m^me  quantite, 
il  s'ensuivrait  que  le  cercle  serait  la  limite  des  aires  des  po- 
lygenes reguliers  inscrits  ou  circenscrits  dent  le  nombre* 
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des  cdtes  augmente  indefiniment.   Nous  n^entrerons  pas 
dayantage  dans  ces  details,  qui  n'offrent  aucun^  difficult^. 

25.  On  yoit  que  c'est  aux  anciens  g^mitres  qil'on  doit. 
Fidee  de  considerer  les  grandeurs  comme  limites  de  series ; 
soil  pour  calculer  la  grandeur  cherchee,  en  determinant  la 
limite  de  la  serie,  comme  Archimide  Fa  fait,  par  exemple, 
pourTaire  de  la  parabole;  soil  simplement  pour  employer 
les  termes  plus  simples  de  la  serie  dans  la  comparaison  de 
la  grandeur  avec  une  autre,  comme  Euclide  I'a  fait  pour 
deux  pyramides  triangulaires.  Les  modernes  sont  alles  beau- 
coup  plus  loin  sans  doute  dans  cette  voie ;  mais  il  ne  faut 
pas  oublier  que  le  premier  pas  etait  fait  et,  de  plus,  que 
c'est  a  Archimede  qu'on  doit  les  formules  pour  la  somma- 
lion  d'autres  series  importantes  que  les  progressions  g^om^ 
triques,  savoir  la  suite  des  carres  des  nombres  naturels  et 
celle  des  sinus  d'arcs  en  progression  par  difference. 


1. 
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CHAPITRE  VI. 

DES   GRANDEURS   G01NS1DI&B£ES   COMMB   LIMITE8   DE 
SOMMES   D'iNFINIMENT    PETITS. 


2(5.  Une  Jes  conceptions  les  plus  impor (antes  dans  la 
mesure  des  grandeurs,  est  .celle  par  laquelle  on  les  consi- 
dere  comme  limites  de  sommes  de  quantites  d'espece  plus 
simple,  qui  tendent  indefiniment  vers  zero,  en  m^me  temps 
que  leur  nombre  augmehte  indefiniment.  Ces  infiniment 
petits  sont  susceptibles  d'une  grande  indetermination  5  ils 
ne  sont  assujettis  qu'a  la  condition  que  la  difference  de  leur 
somme  a  la  quantite  proposee  ait  pour  limite  zero.  II  reste 
done  beaucoup  de  latitude  dans  le  choix  de  ces  elements, 
et  Ton  peut  en  profiter  pour  simplifier  considerablement 
les  calculs. 

Le  principe  fondamental  sur  lequel  se  fondent  ces  sim- 
plifications est  le  suivant : 

Th^oremb.  -t-  La  limite  de  la  somme  de  quantites  posi- 
tii^es  infiniment  petites  n^est  pas  changee,  lorsqu'on  rem^ 
place  ces  quantites  par  d'autres  dont  les  rapports  avec 
elles  ont  respecti^ement  pour  limite  l* unite. 

Solent,  en  effet,  les  infiniment  petits 


Qf|  >       3Ca>       «3»  •  •  •  >       a 


m  t 


dont  la  somme  tend  vers  une  limite  a  mesure  que  leur 
nombre  augmente  indefiniment.  Soient  d'autres  infiniment 
petits 
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lels,  que  les  rapports 

9, 

a,         a,  ««, 

aient  tous  pour  limite  F unite. 

Or  on  salt  que  si  Ton  a  :aine  suite  de  fractions  dont  les 
denominateurs  sont  positifs,  la  somnie  des  num^rateurs  di~ 
visee  par  la  somme  des  denominateurs  est  intermediaire 
CDtre  la  .plus  petite  et  la  plus  grand e. 

La  fraction 


sera  done  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
precedentes,  et  tendra  necessairement  aussi  vers  I'unite  : 
d'ou  il  resulte  que  les  limites  de  son  numerateur  et  de  son 
denominateur  sont  egales^  la  somme  |3i-|-(32-j-j35-|-...-|-/3,„ 
a  done  la  meme  limite  que  ajH-  ag-l-.  .  .  +  a^.  Ce  qu'il 
fallait  demontrer.  . 

Si  Tune  de  ces  deux  sommes  etait  invariable,  la  limite 
deTautre  serai  t  egale  a  la  valeur  constante  de  la  premiere, 
puisque  la  limite  de  leur  rapport  est  I'unite, 

Remarque.  —  Si  le  rapport  de  deux  elements  correspon- 
dants  quelconques  des  deux  sommes,  au  lieu  de  tendre  vers 
Tunite,  tendait  versuue  m^me  limite  quelconque  /,  le  rap- 
port des  deux  sommes  serai t  compris  entre  deax  rapports 
a jant  /  pour  limite,  et  aurait,  par  consequent,  cette  m^e 
limite.  Done  les  limites  des  deux  aommes  ont  precisement  / 
pour  rapport. 

On  voit  done  que  la  recherche  des  limites  de  sommes 
d'infiniment  petits  peut  conduire  a  celle  des  limites  des  rap- 
ports, que  nous  aurons  bient6t  a  considerer  directement. 
Cette  derniere  recherche  est  facilitee  par  un  theorfeme  ana- 
logue au  precedent,  et  qu'il  est  bon  d'etablir  dfe  a  present. 

3. 
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27.  Deuxieme  thi^oreme.  —  La  litnite  du  rapport  de 
deux  quantites  infiniment  petites  nest  pas  changee  quand 
on  remplace  ces  quantites  pq/"  d^autres^  qui  ne  leur  sont 
pas  egales,  mais  dont  les  rapports  av^ec  elles  ont  respecti- 
\>enient  pour  Umites  V unite. 

Soient,  en  eflet,  a  et  P  deux  quantites  infiniment  petites  \ 

ol  et  j3'  d'autres  quantites  telles,  que  les  limites  de  — ,  et  de 

ft 

^  soient  egales  a  I'unite^  et  que,  par  suite,  les  limites  des 

P    •  ^      ^ 

rapports  inverses  —9  ^  soient  aussi  egales  a  Tunite^  on 
aura  identiquement 

Les  limites  de  quantites  egales  ^tant  egales,  et  la  limite 

d'un  produit  etant  le  produit  des  limites,  on  tirera  de  cette 

identite,  en  d^signant  les  limites  par  Tabreviation  //m.,  et 

•  B'  a' 

observant  que  lim.  ^  =  i  et  lim.  —  r=  i , 

Ce  qu'il  fallait  demontrer. 

28.  On  peul  enoncer  ces  deux  m^mes  theoremes  d'une 
autre  mani^re,  au  moyen  de  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  la  limite  du  rapport  de  deux  quantites  est 
V unite  ^  leur  difference  est  infiniment  petite  par  rapport  a 
Vune  quelconque  des  deux^  c'est-a-dire  que  le  rapport  de 
cette  difference  a  Vune  quelconque  de  ces  quantites  a 
pour  limite  zero. 

Et  reciproquement :  Si  la  difference  de  deux  quantites 
est  infiniment  petite  par  rapport  a  Vune  d' elles ^  la  limite 
de  leur  rapport  est  r unite. 
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Soient,  en  eflfel,  a  et  cd  deux  quanliles  quelcoiiques  el  o 
leur  difference ;  on  aura 

a  a 

Done,  si  la  limite  de  —est  Funite,  celle  de  —  est  zero,  et 


t  • 


r«cippoquement. 
Si  Ton  avail  divise  par  a  au  lieu  de  a',  on  aurait  prouve 

que  -  a  pour  limite  zero^  et  d'ailleurs  il  est  evident  que  i 

etant  la  difference  de  ol  et  ai^  est  contenue  dans  le  plus  grand 
liiie  fois  de  plus  que  dans  Tautre,  et  que,  par  consequent,  les 

rapports  -5  -7  sont  en  raeme  temps  iniiniment  pelits. 

On  pourra  done  enoncer  les  deux  theoremes  de  cetle 
autre  maniire  : 

Les  limites  de  rapports  ou  de  sommes  dUnfiniment  petits 
ne  sont  pas  changees,  quartd  on  remplace  ces  infiniment 
petits  pard'autres  qui  en  different  respectivement  de  quan- 
tites  infiniment  petites  par  rapport  a  eux. 

Le  grand  avantage  que  Ton  retire  de  ces  thdoremes  con- 
sisle  en  ce  qu'ils  permetteht  souvent  de  negliger,  dansl^ 
quantites  infiniment  petites,  la  parti e  qui  en  rend  la  com- 
paraison  et  le  calcul  difficiles.  U.  suffit  toujours  que  cette 
partie  soil  infiniment  petite  relativement  a  la  quantite  elle- 
m^me,  et  il  n^en  resulte  aucune  erreur  dans  les  resultats  ou 
Ton  n'a  en  vue  que  les  limites  des  rapports  ou  des  sommes 
de  ces  quantites  infiniment  petites. 

Dithers  ordres  d^ infiniment  petits. 

29.  Si  Ton  considere  plusieurs  infiniment  petits  depen* 
dants  les  uns  des  autres,  de  telle  sorle  que,  Tun  ctanl  deter- 
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raine,  tous  les  autres  le  soienl,  et  que  Ton.  en  prenne  nn  en 
particulier  pour  y  rapporter  tous  les  autres,  on  appellera 
infiniment  petits  du  premier  ordre  eeux  dont  les  rapports 
avec  celui-Ia  auront  des  limites  finies^  infiniment  petits  du 
second  ordre,  ceux  dont  les  rapports  avec  le  m^me  infini- 
ment petit  principal  seront  des  infiniment  petits  du  pre- 
mier ordre;  et  en  general  infiniment  petits  de  Fordre  /i, 
ceux  dont  les  rapports  avec  Finfiniment  petit  principal  se- 
ront des  infiniment  petits  de  Fordre  n—i, 

Lorsque  Fon  veut  exprimer  seulement  que  le  rapport  d'un 
infiniment  petit  a  un  autre  a  pour  limite  zero,  on  dit  que 
le  premier  est  infiniment  petit  par  rapport  «U:  second. 

Cela  pose,  il  est  ires- facile  d'exprinaer  au  moyen  de  Fin*- 
finiment  petit  principal,  ceux  de  tous  les  ordres  differents. 
En  effet,  designons  le  premier  par  a,  et  par  |3  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre  dont  la  limite  du  rapport  avec  a  soit 
K;  on  aura 

fi  =  K  +  w,     d'ou     a=a(R-f-(^)y 
a 

ot)  tendant  vers  zero  en  m^me  temps  que  a. 

L'expression  de  tout  ix^finiment  petit  du  premier  ordre 
era  done  de  la  forme 

a(KH-«), 

0)  etant  infiniment  petit,  el  K  fini. 

Soit  maiotenant  y  un  infiniment  petit  du  second  ordre  y 

le  rapport-  devant  elre  du  premier  ordre;  on  aura 

ct,  par  consequent,  la  forme  de  tout  infiniment  petit  du 
second  ordre  sera 
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En  continuant  ainsi,  il  est  facile  de  voir  que  la  forme 
generale  des  infiniment  petits  de  Tordre  n  est 

a"(K-hw), 

K  etant  fini,  et  o)  iniiniment  petit. 

Mais  il  y  a  souvent  lieu  de  considerer  des  infiniment  pe- 
tits dont  le  rapport  avec  une  puissance  fractionnaire  de  a 
a  une  limite  finie  •,  et  Ton  est  convenu  d'appeler  infiniment 

petit  de  Tordre  -  celui  dont  le  rapport  avec  c/?  a  une  limite 

finie  :  la  formule  qui  representera  lesquantites  de  cet  ordre 
sera  done 


a''(K4-w). 
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GHAPITRE  VIL 

COMMENT    LES    AIRES    DES    COURBES    PLANES    PEDVENT 
ETRE   CONSID^REES   COMME   LIMITES   DE   SOMMES 

d'infiniment  PETITS. 


30.  Sommes  de  parallelo grammes  injlniment  petits.  — 
Considerons  une  surface  plane  limitee  par  des  arcs  de 
courbes  quelconques ;  divi  sons-la  par  un  systeme  de  paral- 
lels dont  les  distances  soient  dans  des  rapports  arbitraires, 
mais  tendent  toutes  vers  zero .  La  somme  des  aires  com- 
prise entre  ces  paralleles  success] yes  est  toujours  identique 
avec  Taire  cherchee,  et  chacune  de  ces  aires  elementaires 
offre  la  m^me  difficulte  que  la  proposee ,  puisqu'elle  ren- 
ferme  des  courbes  dans  son  perim^tre. 

Mais  si  a  chacune  de  ces  aires  elementaires  on  supprime 
ou  Ton  ajoute  des  parties  infiniment  petites  par  rapport  a 
ces   aires  respectives,  et  qui  fassent  disparaitre  la  par  tie 
courbe  de  leur  perimetre,  la  limite  de  la  somme  de  ces  nou- 
velles  aires  plus  simples  sera  Taire  cherchee,  d^apres  le 
principe  general.  Le  moyen  le  plus  commode  d'obtenir  ce 
resultat  cousiste  k  mener  par  les  extremites  de  chacune  des 
cordes,  des  paralleles  a  une  m^me  direction  arbitraire,  ter- 
minees  a  la  corde  suivante.   Soient,  en  effet,  MN,  M'N' 
deux  parallMes  consecutives  quelconques  :  en  mcnant  par 
les  extremites  M',  N'  {fig.  4)  des  paralleles  M'H',  NT  k  une 
direction  choisie  a  volonte,  on  retranche  les  parties  JN'I'N, 
M'H'M ;  en  meuant  les  paralleles  MH,  INI  par  les  extre- 
mites M,  N,  on  ajouterait,  au  contraire,  les  parties  MHM', 
NN'L  Or  deux  de  ces  quatre  parlies  sent  moindres  que  le 
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parallel ogramme  NIJNT,  et  les  deux  autres  moindres  que 
le  parallelogramme  MHM'H';  ces  deux  parallelogrammes 
sont  infinimeut  petits  par  rapport  au  parallelogramme 
M'H'NT,  qui  est  moindre  que  le  segment  de  la  courbe;  car 
leurs  rapports  a  MfW^'V  sont  lesm^mes  que  ceux  de.leurs 
bases  MH',  NI'  a  la  base  B!V  et  ces  derniers  tendent  vers 
zero,  puisque  les  paralliles  MN,  M'N'  se  rapprochant  inde- 
finiment,  MH',  NF  tendent  vers  zero,  tandis  que  IVV  reste 
fini.  II  suit  de  la  que  les  rapports  des  parallelogrammes 
HH',  ir  au  segment  de  la  courbe  out  pour  limite  zero  *,  il  en 
est  de  m^me,  a  plus  forte  raison,  des  triangles  formes  par 
les  arcs  MM',  NIN',  et  par  consequent,  Faire  de  la  courbe 
est  la  limite  de  la  somme  des  parallelogrammes  ay  ant  pour 
bases  les  cordes  paralleles^  pour  hauteurs  leurs  distances, 
etpouvant^treentikrementinterieurSy  ou  en  partie  exte-- 
rieurs  a  cette  aire. 

On  pent  m£me  remarquer  qu'il  n'est  pas  necessairc  que 
les  sommets  des  parallelogrammes  soient  aux  extremites 
m^mes  des  cordes  :  il  suffit  qu'ils  soient  en  des  points  infini- 
inent  voisins  de  ces  extremites  \  il  n'est  m^me  pas  necessaire 
que  ces  parallelogrammes  soient  contigus,  pourvu  que  Tin- 
tervalle  entre  deux  cons^cutifs  soit  infiniment  petit  par 
rapport  aux  hauteurs  iniiniment  petites  de  ces  parallelo- 
grammes ;  car  cela  revient  a  retrancher  de  chaque  element 
une  partie  infiniment  petite  par  rapport  a  lui-m^me.  Cette 
consideration  generale,  dont  Texactitude  resulte  du  prin- 
cipe  fondamental,  s'applique  a  tout  ce  qui  suit. 

Pour  abreger,  nous  representerons  une  somme  de  termes 

ayant  une  mfeme  expression  generale  par  le  signe  ^  suivi 
de  cette  expression.  Aiusi,  u  desiguant  une  corde  quelcon- 

'lue  et  OL  la  distance  dc  deux  cordes  conseculives,  ^^ua,  vv- 

presentera  la  somme  des  aires  des  parallelogrammes  varia- 
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bles,  et  lini.  \^Ma  represenlera  la  liraile  de  leur  somine,  ou 
Taire  de  Ik  courbe. 

31 .  Sommes  de  trapezes  infiniment  pett'ts.  —  Au  lieu 
de  supposer  les  lignes  MH,  MfHf,  NI,  NT  paralleles  a  une 
direction  fixe,  on  pourrait  les  mener  dans  des  directions 
diiTerentes  les  unes  des  autres,  et  variables  d'une  maniire 
arbitraire  d'une  tranche  a  Fautre :  il  suffit  qu'elles  (assent 
toujours*  un  angle  fini  avec  les  cordes.  En  effet^  la  figure 
iVIKT  deviendra  un  trapeze  dbnt  les  bases  N'l,  Nl'  seront 
infiniment  petites,  puisque  les  lignes  NT,  NI  font  avee  MN 
des  angles  finis,  et  que  la  hauteur  du  trapeze  est  infiniment 
petite;  la  mesure  de  ce  trapeze  a  done  un  rapport  infini- 
ment petit  avec  celle  du  trapeze  interieur  M'H'NT  et,  par 
consequent,  avec  le  segment  m^me  de  la  courbe.  II  en  serait 
de  m^me  du  trapeze  MHM'H'.  Si  done,  au  lieu  de  ce  seg- 
ment, on  prend  un  des  trapezes  ayantpour  base  MN,  M'N^, 
MFou  NH',  on  ne  fait  qaajouter  ou  retrancher  a  Telement 
exact  de  I'aire  cherchee  une  quantite  infiniment  petite  par 
rapport  k  cet element;  et  la  limite  de  la  somme  de  ces  tra- 
pezes sera  precisement  egale  a  la  somme  des  elements  exacts 
de  cette  aire  ou  a  celte  aire  elle*m^me. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  des  trapezes  inscrits  dans 
le 'segment  :  les  c6t^  non  paralleles  sont  alors  les  cordes 
MM',  NN'.  II  pent  aussi  etre  quelquefois  utile  de  faire  con- 
courir  toutes  les  lignes  MH,  M'H',  NI,  N'l'  vers  un  meme 
point;  el  c'est  ce  qu  a  fait  Archimede  dans  une  de  ses  me- 
tliodes  pour  la  quadrature  de  la  parabole. 

32.  Sommes  de  secteurs  infiniment  petits,  —  II  n'est 
pas  necessaire  de  supposer  paralleles  les  cordes  qui  divi- 
seiit  Taire  en  elements  infiniment  pelits.  On  pent  assujettir 
Icurs  directions  a  une  loi  quelconqur,  suivant  les  circon- 
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Stances ;  la  seule  condition  netteasaire  eat  d&  n'ajouter  ou 
retrancher  a  chaque  element  exact  qu'une  quantity  infini* 
ment  petite  par  rapport  a  lui. 

Uae  des  lois  les  plus  simpleB  est  celle  qui  fait  passer 
toutes  les  corde»  par  un  mSme  point.  Soient  O  ce  point 
(fig.  5)  et  OM,  OM'  deux  aecantes  faiaant  entre  ellea  xm 
angle  infiniment  petit;  la  semme  des  elements  OM'M  est 
ideatique  avec  Taire  oherdiee,  si  lis  point  O  est  dans  son 
interieur^.et  cette  aire  sera  la.limite  de  lasonxme  des  aires 
que  Ton  obtiendra  en.  ajoutant  ou  retranchant  a  chacun 
de  ces  elements  une  quantite  infiniment  petite  par  rapport 
a  lui. 

Cette  modificaliion  des  elements  exacts,  et  qui  a  toujonrs 
pour  objet  de  les  simplifier,  pent  6tre  faite  de  bien  des 
manieres  differentes.  On  pourrait  mener  par  M,  M',  des 
droites  dans  des  directions  determinees,  et  substitucr  les 
triangles  rectilignes  a  Telement  exact;  on  pourrait  aussi, 
au  lieu  de  lignes  droites,  mener  des  courbes  arbitraires  : 
mais  ce  qui  est  ordinairement  le  plus  simple,  c'est  de  de- 
crire  des  arcs  de  cercle  ayant  O  pour  centre,  et  c'est  cequ'a 
fait  Archimede  dans  sa  quadrature  de  la  spirale. 

II  est  facile  de  voir,  en  effet,  que  le  rapport  des  deux 
secteurs  circulaires  semblables  ayant  pour  rayons  OM, 
OM',  etant  celui  des  carres  de  ces  lignes,  a  pour  limite 
Tunil^,  et  que,  par  consequent,  leur  difference  est  infi- 
niment petite  par  rapport  a  ces  secteurs.  Or  Tun  d'eux 
est  compris  entieremcnl  dans  Telement  OM'M,  et  celui- 
cl  est  compris  entierement  dans  Taulre  secteur;  car  on 
peut  supposer  Tangle  O  assez  petit  pour  que  les  rayons 
vecieurs  de  la  courbe  croissent  ou  decroissent  constam- 
ment  de  M  en  M'.  Done  le  rapport  de  chacun  des  deux 
secteurs  a  Telement  exact  de  Vaire  a  aussi  pour  limite  Tu- 
nile,  et  I'aire    cherchee   est   la   limite  dc  la   somme   des 
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secteurs  circul aires  iniiniment  petits ,  interieurs  ou  ex- 
lerieurs. 

Si  le  point  O  n'etait  pas  dans  rinterieur  de  Taire  pro- 
posee,  celle-ci  serait  la  difTi^rence  de  deux  aires  auxquelles 
ce  point  appartiendrait,  et  que  Ton  considererait  s^pare- 
ment,  comme  on  vient  de  le  dire.  On  pourrait  aussi  prendre 
la  diffi^rence  de  deux  secteurs  compris  entre  les  m^mes 
rayons,  et  chercher  la  limite  de  la  somme  de  ces  differences. 

Au  lieu,  de  supposer  que  les  cordes  passent  par  un  m^me 
point,  on  pourrait  les  mener  tangentes  a  une  courbe  don- 
nee;  on  pourrait  les  assujettir  a  d'autres  lois  encore  :  toutes 
ces  generalisations  n'offrent  aucune  difficult^  quand  on  a 
bien  saisi  les  principes  pr^c^ents,  et  nous  ne  nous  y  arr^- 
terons  pas. 
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CHAPITRE  VIIL 

APPLICATION    DES   PRINCIPES  PRECtoENTS    A   QUELQUES 

EXEMPLES. 


33.  Aire  du  segment  parabolique,  —  Celte  question 
nous  offrira  des  exemples  de  precedes  tris- diners  qu  on 
peut  employer  dans  la  recherche  des  quadratures,  et  don- 
nera  une  idee  de  la  variete  des  ressources  que  presente  la 
methode  infinitesimale. 

Premiere  sOLUTioif.  —  En  rapport  ant  la  parabole  au 
diametre  AB  [fig,  6)  de  la  base  CD  du  segment  oblique 
donne,  et  a  la  tangente  AY  parallele  a  cette  base,  les  carres 
des  ordonnees  sont  proportionnels  aux  abscisses,  et  I'equa- 
tion  de  la  courbe  est  de  la  forme 

Coupons  la  surface  par  des  parall^les  a  AY;  I'aire  ADC 
pourra  6tre  consideree  comme  limite  de  la  somme  de  pa- 
rallelogrammes  interieurs  qui  seront  divises  en  deux  parties 
egales  par  le  diametre  AB;  de  sorte  que  les  deux  aires  ABC, 
A6D,  etant  limites  de  sommes  egales,  sont  ^uivalentes.  II 
suffit  done  de  calculer  la  moitie  ABC. 

On  connaitra  Taire  ABC  si  Ton  connait  son  rapport  au 
complement  AEC  de  cette  aire  au  parall^logramme  ABCE ; 
et  pour  cela,  nous  comparerons  deux  parallelogrammes 
correspondanls  PMHP',  QMKQ'  des  sommes  qui  ont  pour 
limites  ces  deux  aires.  En  designant  par  x,  y  les  cftordon. 
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nees  du  point  quelcouque  M,  et  par  h  et  A  les  accrpisse- 
ments  qu'elles  subissent  quand  on  passe  de  M  a  M',  on  aura 

PMHF  _jrA 
QMKQ'  "■  wk ' 

et  Ton  a,  par  Tequation  de  la  courbe, 

j2=:2/?x,      [jr  4-  ky  =z  7.p[x-\-  A), 

d'ou 

On  tire  de  la  A,  au  moyen  de  /r,  et  le  rapport  cherche  '— 

devienl      • 

r  ( 2  r  -+-  A- )  ky 

•^  ^   -^  ^      oil     2-h 


ipx  2  /?J: 

Ce  rapport  tend  done  vers  la  limite  :i  lorsque  k  tend  vers 
zero.  Les  deux  aires  ACB,  AEC  sont  done  les  limites  de 
sommes  d'iniiniment  petits  tels,  que  le  rapport  de  deux 
correspondants  quelconques  tend  vers  la  meme  limite  '2  : 
done,  d'apres  les  principes  demon tres  (n®  26),  le  rapport 
des  aires  ACB,  AEC  est  precisement  2. 

Ainsi  Taire  ACB  est  les  deux  tiers  du  parallelogramme 

AECB;  et  Taire  proposee  ACD  «st  les  ^  de  ce  m^me  paral- 

lelogramme,  ou  du  triangle  rectiligne  ACD,  comme  Archi- 
mede  I'a  demon tre  le  premier. 

Deuxieme  solution.  — II  est  facile  de  calculer  directe- 
ment  I'aire  AEC,  qui  est  la  limite  de  la  somme  des  paral- 
I^logrammes  QMKQ'  ou  QHM'Q',  dont  Texpression  gene- 
rale  est  orJtsinA,  A  designant  Tangle  YAX.  A  designant 
Faccroissement  successif  de  )'^,  il  est  necessaire  d'exprimcr 
X  au  moyen  A&y\  ce  qui  donnera  pour  expression  d'un 

y2  /-  sin  A 
quelcoAque  des  parallelogrammes  •  Or  si  Ton  su.p- 
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pose  dans  ce  cas-ci  que  les  hauteurs  des  paraUelogrammes 
soient  toules  egales,  ce  qui  etait  inutile  dans  la  soLution 
precedente,  les  valeurs  successi^es  de^  seront 

el  Ton  aura 

/2X=AE,     oil     {/2-f-i)^  =  AE, 

suivant  qu'on  prendra  les  parallelo^rammes  QM'  on  QK, 
ce  qui  est  indifferent. 
II  s'agit  done  de  troibver  la  llmite  dela  somme 

A-^sinA  .  ■     „,  ,, 

(i  ^  2^  +  32  -+- . .  .  -I-  n^  , 

2/7      ^ 

lorsque  n  croit  indefiniment,  et  que  k  decroit  en  memc 
temps  de  telle  sorte  que  Ton  ait  toujours  nk  =  AE. 

Or  Archimede  a  donne  pour  la  sommation  des  carres  des 
Qombres  naturels  une  formule  qui ,  ecrite  avec  les  signes 
employes  par  les  modernes,  donne 

n(n  -\-  i)(in  -\-  i) 
1 .2.0 

Ufauldonc  irouver  la  limite  de  I'expression  suivante 

/-' sin  A       72  (72  -h  l)(2/2  -+-  1) 
2 ./?  1.2.3 

Oil 

AE(AE-+-X)  (2AE-t-  A-)sinA 

2.2.3/? 

lorsque  A  tend  vers  zero.  Cette  limite  est  evidemment 

AE  .  sin  A              AB.AEsinA 
^ oil     5 

2.0/?  o 

AE 

en  observant  crue  — -  =  AB. 

^       2/» 
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L'aire  AEC  est  done  le  tiers  du  parall^logramme  ABCE; 
et  Taire  ABC  en  est  les  deux  tiers,  comme  nous  Tavions 
trouv^  par  le  premier  procede. 

Troisieme  solution.  —  Cette  solution  aura  Tavantage 
de  donner  un  exemple  d^un  mode  de  decomposition  tres- 
diflferent  des  precedents.  Nous  y  considdrerons  une  aire 
comme  limite  d'une  somme  d' aires  infiniment  petites  de- 
terminees  par  des  droites  tangentes  a  une  m^me  courbe. 

Soient  ACC  (fig'  7)  le  segment  parabolique ;  AB  le  dia- 
metre,  CD  la  tangente  en  C,  d'ou  resulte  AD  =  AB5  nous 
allons  comparer  les  deux  aires  ACB,  DAC. 

Mous  considererons  ACB  comme  limite  d'une  somme  de 
trapezes  inscrits  PMM'P',  dont  les  c6tes  PP'  situes  sur  AB 
tendent  tous  d'une  maniire  quelconque  vers  zero. 

Quant  a  I'aire  DAC,  nous  menerons  en  M  et  M'  les 
deux  tangentes  MT,  M'T',  d'ou  resultera  AT  =  AP, 
AT'  =  AP',  TT'  :=  PP'.  Si  par  le  point  de  rencontre  R 
*  de  ces  tangentes  on  mene  une  parallele  a  AB,  on  aura  le 
diamitre  des  cordes  MM',  qui  passera  par  consequent  par 
le  milieu  de  MM' ;  de  sorte  que  I'aire  du  triangle  TRT'  sera 
la  moitie  de  celle  du  trapeze  PP'MM'.  Or  il  est  facile 
de  reconnaitre  que  I'aire  DAC  est  la  limite  de  la  somme 
des  triangles  T'TR.  En  effet,  cetle  aire  est  exactement  la 
somme  des  aires  comprises  entre  chacun  des  arcs  MM',  la 
tangente  M'T',  la  base  T'T  et  la  tangente  TM,  terminee 
en  M.  Mais  chacune  de  ces  aires  difjEere  du  triangle  corres- 
pondantT'TR  d'une  quantity  infiniment  petite  par  rap- 
port a  lui,  lorsque  PP'  tend  vers  z^ro;  car  cette  diffe- 
rence est  moindre  que  le  triangle  rectiligne  MRM'  dont 
le  rapport  au  triangle  T'RT  est  celui  des  rectangles  des 
c6tes  qui  comprennent  leurs  angles  en  R,  qui  sont  supple- 
mentaires^  rapport  qui  est  evidemment  infiniment  petit. 
Done  Taire  DAC  est  la  limite  de  la  somme  des  trian- 
gles T'RT. 
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Cela  pose^  les  deux  aires  ACB,  DAC  etant  limites  de 
soMmes  d'infiniment  petits  qui  sont  dans  le  rapport  d^  :2  S 1 9 
seront  ^lles-memes  dans  ce  rappdrt.  Done  ACB  eSt  les  detix 
tiets  du  triangle  DBC,  ou  du  parallelogramme  construit 
sur  AB  et  BC^  ce  qui  ramene  aux  resultats  pr^edemment 
obtenus. 

34>.  Generalisation  du  prbbleme,  —  Au  lieu  de  T^qua- 
don  particuli&re  r*  =  apx,  prenons  r^qiiation  plu4  g^n(§- 
rale  y"  =  ^x^,  n  el  m  etant  des  nombres  entiet^  quelcon^ 
ques,  positifs  ou  de  signes  contraires.  Les  courbes  qu'elle 
represente  serOnt  paraboliques  dans  le  premier  cai ;  dans 
le  second,  elles  seront  des  hyperl>oles  ayant  les  a^es  de 
coordonnees  pour  asymptotes. 

1°.  La  courbe  representee  par  I'equation  y*^  =  px"*^ 
m  ei  n  etant  positifs,  passe  par  Torigine,  et  nous  nous 
propdsons  de  mesiirer  Faire  comprise  entre  Uii  afc  AM 
(fig,  8)  et  les  coordonnefss  MB,  AB  de  son  extremite  M. 

Pour  cela^  nous  cherbherbns  le  rapport  ded  dfeujt  aires 
AMB,  AMC  ^  et^  a  cet  efiet,  noiis  comparerons  deux  paral- 
lelogramnies  correspondahts  INP',  NQ',  elements  infini- 
ment  petits  des  sommes  dont  led  limites  sont  AMB,  AMC. 
En  designant  par  x,  y  les  coordonni^es  de  N,  par  A,  X:  leurs 
accroissemehts  en  passant  de  N  en  M',  le  rapport  des  deux 

pat^allelogramtned  sera  —^5  et  sa  limite  sera  -  Km;  7-  Pour 
obtenir  la  limite  de  79  il  faut  ^xpHmet*  que  les  deux  points 

A* 

sont  sur  la  fcburbe,  ce  qui  donne 

Devdoppant  les  puissances,  et  supprimant  les  premiers 
termes  des  deux  membres,  qui  se  detruisenl,  il  vient 

■ 

il  (»/•-'  -J-  p)  =  A  {mpx"-*  +  a) , 

i.  4 
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P  represeniant  uiie  somine^de  termes  qui  renferment  k  de- 
piiis  la  premjire  puissance  jusqu'a  la  [n —  i)**'*'^  el  ct  une 
somme  de  termes  rei^crmant  h  depuis  la  premiere  puis- 
sance jusqu'a  la  (m  —  i^^'w*'.  On  lire  de  cetie  equation 


el ,  par  conseqi^ent 


Hm.4=  "•^""' 


X-        mpaf^ 


—I 


La  Hmite   du  rapport  des  deux  parall^logrammes  est 
done 


ny^  n 
.     ou     — 


mpjcr  m 

Done  aussi  le  rapport  des  deux  aires  AMB,  AMC  est  — ; 

Paire  cherchee  AMB  est  done  au  parallelogramme  ABMC 

«        1                       n                       I               nab  sin  A     .  ^y       -, , 
dans  le  rapport ;  et  sa  vaieur  est ■• ?  sil  onde- 

^  '^  //l-h  71  7/2  -f-  71 


signe  par  a,  b  les  coordonnees  de  M,  et  par  A  Tangle  des 
axes.  Si  I'aire,  au  lieu  d'etre  prise  a  partir  del'origine, 
Tetait  entre  deux  ordonnees  correspond  antes  aux  abscisses 
a,  a\  elle  aurait  evidemmeut  pour  expression 


[a'  h'  —  a'fy)  sin  A. 


m  4-71 

2^.  Si  les  deux  exposants  sont  de  signes  contraires,  on 
pent  meltre  Tequation  sens  la  forme 

■ 

en  supposant  m  et  n  posltifs. 

Les  deux  parallelogramraes  MP',  MQ'  (fig,  9),  elements 
correspondants#  des  sommes  qui  out  pourlimites  les  aires 
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mW,  NN'CC,  onl  pour  rapport  — -Ji^,  A  et  *  elant  de 
signes  contraires  et  sadsfaisant  a  I'equation 

(r  H- ^0"  (^  +  A)"  = /» 

ou 

|3  representant  un  ensemble  de  termes  renfermant  %  a  la 
premiere  puissance  ou  a  des  puissances  siiperieures  ]  et  oc 
UQ  ensemble  de  termes  renfermant  A  a  un  degr^  ^gal  oil  su- 
perieura  Tunite. 

Effectaant  le  produit  et  supprimant  les  termes  f  x^  et 
p  qui  se  detruiseit,  if  vient 

( wr""'  "^  ? )  ^^  H"  ( ^^'^^  -H  ct)  Ay" 

+  (/ly '  4-  P)  (wijc"-*  -+.  a)  X'A  =  o 

Divisant  par  k  et  prenant  les  li mites,  on  trOuve 

d'ou 

hin.  -  = 

Le  rapport  des  deux  rectangles  MP^  MQ'  a  done  pour 
limite  —5  et,  par  cohsequient,  le  rapport  des  aires  NN'BB', 


NN'CCest-^ 

772 

n  est  facile  d' avoir  une  se<donde  relation  entre  ces  deux 
aires. 

En  effet,  la  premiere,  ajoutee  au  parallelogramme  AN, 
forme  la  m^me  figure  que  la  seconde  ajoutee  au  paral- 
lelograknme  AN'^  done  la  diSereUce  de  ces  aires  est 
egale  a  la  difference  de  ces  deux  parallelogrammes ,   oil' 

4- 
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li  (a'  &'  —  ab)  sin  A,  si  Ton  designe  par  o,  b  et  a',  i'  les 
coordonnees  des  extremites  N,  N'.  On  ipouvera  ainsi 

NN'BB'  =  — ^  («'  b'-^ab)  sin  A. 

35.  Exeinple  d'une  toi  particuliere  poiir  les  basei  diss 
parallelo grammes  elemetitaireS,  —  Commcf  les  bases  infi- 
niment  petitcs  des  parallelogram ines  ne  sont  assujetties  a 
aucune  loi  hecessaire,  on  fchoisil  celle  qui  semble  devoir 
donner  les  calculs  les  plus  siiliples. 

Dans  un  des  exemples  precedents,  nous  avons  suppose 
ces  bases  egales  *,  dans  d'autres,  nous  n'avons  eu  besoiii  de 
supposer  aucune  dependance  entre  elles.  Nous  allons  don- 
ner des  exemples  ou  la  sommation  devient  tres-facile  quand 
on  suppose  que  les  abscisses  des  points  de  division  sont  en 
progression  g^otu^trique  et  que,  par  suite,  leurs  difle- 
repces,  ou  les  bases  des  parallelogrammes,  forment  une 
progression  ayaiit  la  m^me  raison.  Ce  procede  est  d&  a 
Fermat. 

Sdit  I'equatioii 

r  =p^9 

dans  laquelle  nous  supposerons  m  quelconqiie^  posilif  ou 
negatii*,  ce  qui  renferme  les  paraboles  et  hyperboles  que 
noils  veiions  de  considerer.  Cherchons  Faire  comprise 
entre  un  arc  quelconque  MM'  (^g*  lo)  de  la  cdurbc,  les 
deux  ordonuees  ijxtrfemfes  MP,  M'P'etl'axfe  des  j:;  el,  pour 
plus  de  simplicite ,  supposons  les  axes  reciangulaires. 
Soient  a^  b  les  coordonnees  de  M;  a',  i'  celles  de  M'.  Par- 
tageonsPP'  en  n  parties  tendant  ters  zero^  et  telles,  que 
les  abscisses  de  tons  les  points  de  division  forment  une  pro- 
gt€lssion  giiometrique 

on  aiira 

«'  =  aq" ; 
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Ae  sorte  que  n  etant  determine,  q  s^ensuivra  *,  el  q  tcndra  vers 
Vunite  lorsque  n  croitra  indefiniment,  de  sorte  que  I9  dis-r 
tance  dedeux  points  consecutifs  lendrar  vers  zero,  L'e<pres- 
sion  generale  de  cette  distance  $era 

aq'^^  —  aq''      Oil      a  (q  —  l)q''. 

Elles  forineront  done  urje  progression  geometrique  ayant 
pour  premier  terme  a  (q  —  i)  et  pour  raison  q. 

Orces  distances  doivent  ^tre  multipiices  par  ics  ordon- 
nees  successives  qui  seront  aussi  en  progression  geome- 
trique, puisqu'eiles  ont  pour  expression  generate  px'^^  et 
que  l,e9  valeurs  de  x  que  I'on  ponsidire  sont  en  progres- 
sion geometrique.  Les  rectangles  elementaires  auronit  done 
pour  mesure  le  produit  des  termes  correspondants  de  deux 
progressions,  et  formeront,  par  consequent,  une  nouvellc 
progression.  On  pourra  done  avoir  Texpression  de  la  somme 
de  ces  rjec tangles,  et  il  ne  s'agira  plus  que  de  calculer  la  li- 
mitede  cette  expression. 

La  base  du  rectangle  dont  la  premi(&re  abscisse  est  aq'' 
sera  a  [q —  1)  ^,  sa  hauteur  pa""  y'"*"  et  sa  surface 
p^w+i  j^q  —  1)  ^  (m+i)r^  ]^g^  somme  de  ces  rectangles  sera 

ou,  en  sommant  cette  progression  geometrique  dpnl  li^  rai- 
son est  17'"+', 

q«*+i  — I 

OU,  a  cause  de  aq"*  =  a\ 

p ( «'«+'  —  «"•+' ).  ^""'     ; 

«    V  '    n'"^^  —  I 

il  ne  rieste  done  plus  qu  a  irouver  la  limite  du  rapport 
-jjf; >  lorsque  <f  tend  vers  I'unite;  ce  qui  n'offre  aucune 


/>a-^'(?-rl)^^^.       .      » 


64  LIVRE    I. 

difficulte.  Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  m  + 1 
iera  positif  ou  n^gatif. 

I**.  Soil  d'abprd  hi  +1  positif  et  i^pri^sent^  par  le  rap- 
port  de  deux  en  tiers  quelconques  ->  il  s'agit  de  trouver 

la  limite  de-^^^ >  quand  q  tend  vers  15  ou ,  en  podant 

I 
g^''=  t^  celle  de  ^.^^  9  qilaud  t  lend  lui-m^me  veri  I'unite. 

Si  I'on  supprime  le  facteur  t  —  i ,  commun  aux  deux 
termes,  et  qu'on  fasse  ensuite  «  =  i,  on  trouvera  la  limite 
de  la  fraction,  qui  sera 

s  i 

-    ou 


r  m-f- 1 

Ppue  Faire  cherchee  sera 

f-A ^     ou     • 

^      /w  -f-  I  m  -f-  I 

2^.  Soit  maintenant  m  -h  i  = -,  il  faudra  trouver  la 

s 


Ijimite  de  — ou  de  —  q^  ^^ ^• 


q       '-.  /-I 


Or  q^  a  pour  limite  i,  et,  d'apr^s  le  calcul  prec&lent,  le 
second  facteur  a  pour  limite  -  ou 

La  limite  de  la  fraction  en  question  est  done  et 

Taire  aura  encore  pour  expression 

x>(fl''«+«  —  !!'«+•)  a'  ¥  —  ab 

'--^ i     ou     • • 

/n  -f- 1  /w  -h  I 
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Remarque.  —  L'aire  dontnous  tenons  de  trouver  I'ex-^ 
presslon  etant  la  limite  de  la  somme  des  rectangles  ay  ant 
pour  mesure  yh  ou  px"*hj  h  designant  la  difference  infini- 
ment  petite  de  deux  valeurs  successives  de  x ,  suivant  une 
loi  arbitraire ,  il  s'ensuit  que  la  limite  de  la  somme  2x'"A, 
lorsque  x  passe  de  la  valeur  a  a  la  valeur  a!  par  degres 
infiuiment  petits  quelcpnques  A,  a  pour  valeur,  quel  que 
soit  m , 


a 


/w-4-  I 

Si  Ton  fail  a  =  o  et  que  m  +  i  soit  positif ,  cette  expres- 
sion se  redui  t  A 


W-hl 


36.  Cettie  formule  s'applique  a  toutesles  valeurs  positives 
ou  negatives  de  m ,  except^  la  valeur  particuliire  —  i , 


o 


qui  lui  donnerait  la  forme  -•  Mais  il  est  facile  de  trouyer 
.  o 

la  formule  qui  correspond  a  ce  cas,  en  cherchant  la  limite 

vers  laquelle  tend  I'expression ^  lorsque  Ton  fa  it 

tendre  m  vers  —  i . 

Divisant  par  a'"+%  dont  la  limite  est  Tunile,  et  rempla- 
cant  /w  -4-  I  par  «,  il  s'agit  detrouve'r  la  limite  de  I'expres- 
sion 


( 


a 
a 


u 
quand  u  tend  vers  zero. 


Posons  (— )    =iH-a,a  tendra  vers  z^ro,  et  Texpres- 

sion  pr^ddente  devieut  —>  dont  on  eliminera  u,  au  moyen 
deTequation  qu'on  vient  do  poser  en  introduisant  la  nou- 
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ypUe  Variable  dc.  On  en  tire,  en  prenant  les  logarithmes , 

log  f. 

et  11  t-e^te  a  irouver  la  limite  de  -z — ; — - — :  ou  celle  de 

log(n-«) 

, — } — : — ;  qui  peut  se  mettre  sous  la  form^ 
log(i-Ha)^      f 


ou 


-log(l-f-*)  a 

«  lqg(i  -ha) 

Mais  on  ^  yu  dans  V  Algbbre  (t;oir  Note  T*)  qUe  lorsque  a 

I 

jtend  vers  zero,  suivant  unp  loi  quelcont{Uis  ( i  -h-a)*  tend 
vers  une  limite  d^termin^e^  que  Ton  d^Mgne  ordinairement 
par  la  lettre  i?,  et  qui  n'est  autre  chose  que  la  base  du  sys- 
ti^nie  4e  Neper,  dont  la  valeur  incommensura})le  est 

e==  2,71828182. . .  • 

0"-       '<*- 

La  limite  djB  ^^ est  jionc    -r — —^  et  FeKPression 

u  loge 

V ' — -  ;a  pour  limite 

loge  ' 

Telle  est  Texpression  del 'aire  comprise  eiitre  deux  or- 
donnas  de  la  courbe  dont  1 '^nation  est 

et  qui  n'est  autrie  que  Thypef'bole  du  second  degrp  rappor- 
Aee  a  ses  asymptotes. 
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Elle  est  ^uilatere ,  puisque  nous  ayons  suppose  les  axes 
rectangulaires ;  mais  il  aurait  suffi  d^introduire  le  facteur 
sin  A  pour  ayoi^  le  cas  gieneral. 

37.  jiire  de  la  cycloide.  -r-  On  appelle  cycloide  la  courbe 
engendree  par  un  point  d'un  cercle  qui  roule  sur  unedroite 
do^nee.  Soient  TMU  (fig»  1 1)  une  position  quelconque  du 
cercle  qui  roule  sur  la  droite  AB^  M  le  point  qui  decrit  la 
courbe^  A  la  position  ou  le  point  M  est  sur  la  droite  fixe  : 
Tare  MT  sera  egal  a  AT^  d'apr^s  le  sens  qu'on  attache  au 
roulement.  Si  B  est  la  position  ou  M  reyient  sur  la  droite 
fixe,  on  |3iura  AB  j=  27ra,  a  etant  le  rayon  du  cercle  decri- 
vant,  et  quand  le  point  de  contact  T  vient  an  milieu  C  de 
AB,  le  point  M  se  trouve  a  I'extremite  D  du  diamitre  CD 
perpendiculaire  a  AB.  Cc  point  D  est  le  sommet  de  la  cy- 
cloide, el  CD  en  est  I'axe. 

Cela  pos^,  on  demande  la  mesure  de  Faire  ABD  comprise 
entre  la  courbe  entiere  et  sa  base. 

Cette  question  sera  resolue  si  Ton  determine  le  comple- 
ment de  cette  aire  au  rectangle  AB  A'B'  qui  est  egal  k  4wa' , 
ou  a  quatre  fois  I'aire  du  cercle  g^nerateur.  C'est  ce  com- 
plement que  nous  allons  chercber ,  et  nous  le  regarderons 
comme  limite  de  la  somme  des  rectangles  compris  entre  les 
perpendiculairessUccessivjesabaissj^es  des  points  de  la  courbe 
sur  A'B'. 

Soient  M,  M'  deux  points  infiniment  voisins  pris  sur  la 
cycloide 5  MK,  M'K'  perpendiculaires  a  AB;  MR,  M'R'des 
paralliles  a  AB  qui  rencontrent  en  N,  N'  le  cerclie  decrit 
sur  CD  comme  diametre.  Comparons  les  deux  rectangles 
MK'j  NR'  5  leur  rapport  est 

MK.MH  QU     MH 

ou 


NR.M'H  MQ    M'H 

^t  sa  WvpXie  est  egale  au  produit  de —^  par  la  limite  du 
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rapport -p—-  Or  nous  allons  montrer  que  ceite  dernicire  est 

MO 

pr^cisement  — ~>  d'ou  il  resullera  que  la  liiriite  du  rapport 

des  deux  rectangles  MK',  NR'est  Tunite^  ce  qui  ram^iiera 
Taire  cherchee  a  celle  du  cercle  CD. 

En  effet,  le  cercle  mobile  viendra  dans  la  position  qui 
amene  le  point  M  dans  une  position  quelconque,  en  le  fai- 
sant  d'abord  tourner  autour  de  son  centre  immobile,  ce  qui 
am^nera  d'abord  M  en  une  position  I ;  puis  transportant  le 
syst&me  parall^lement  a  AB,  d'une  quantity  egale  a  I'arc  MI, 
ce  qui  amenera  le  point  de  contact  T  en  T^  et  le  point  de- 
crivant  en  M',  en  prenant  TT'=  MI  =  IM',  et  Ton  sail 
que  cet  arc  MI  difl%re  de  sa  corde  d'une  quantity  infiniment 
petite  par  rapport  a  lui-m6me,  puisqu^on  a  d^montre  dans 
la  Trigonometric  que  le  rapport  d'un  arc  infiniment  petit  a 
sa  corde  ^  ou  k  son  sinus ,  ou  a  sa  tangentie,  a  pour  limite 
I'unit^. 

En  nommant  a  Tangle  de  la  corde  MI  avec  MH,  on  aura 

MH  =  corde  MI  .  cos  a  -h  MI, 

M'H=  corde  MI  .  sin  a ; 
(done 

MH        cos  a  MI 


M'H       sin  a       corde  MI .  sin  a 

Passant  aux  limites,  et  observant  que t—ttz  a  pour 

^      corde  MI       ^ 

limite  i,  et  que  Tangle  a  a^  pour  limite  Tangle  M  que  fait 

MH  avec  la  tangcnte  au  cercle  en  M,  on  aura 

,.       MH       cosM  I  i+cosM  i  ,_ 

lim.-— -  =-:-—-+  -^nfi  = .    T^      =cot-M 

M  H       sm  M      sm  M  sm  M  2 

=  tang  QUM  =  ^, 
commenous  Tavions  annonce. 
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Ainsi  Taire  AA'D  sera  egale  a  celle  du  demi-cercle  CND, 
puisqu'elles  sont  les  limites  de  sommes  de  rectangles  tels, 
que  la  lijnite  du  rapport  de  deilx  correspondants  qtielcon* 
ques  est  Tunite.  La  somme  des  deux  aires  AA'D^  DBB'  est 
done  ^gale  a  celle  du  cercle  genera teur,  et,  pat  conse- 
quent, Faire  ADB  est  ^ale  a  trois  fois  celle  de  ce  m^me 
cercle. 

Si  Ton  ne  voulait  mesurer  qu'une  portion  del' aire  AA'D, 
on  voit  qu'elle  serait  equivalente  k  la  portion  cdrtespon- 
dante  du  demi-*cercle  CD. 

38.  Descartes  a  ddnn^  plusieurs  demonstrations  tr&s- 
el^antes  de  cette  proposition.  Nous  nous  bornerons  a  en 
rapporter  une. 

Soient  C  (^g<  1 2 )  le  milieu  de  la  base  de  la  cycloide, 
A  une  de  ses  extr^mites,  CD  le  diametre  du  cercle  gen^ra- 
teur,  .0  son  centre ;  le  triangle  ADC  sera  equivalent  au  cer- 
cle g^nerateur.  Pour  evaluer  le  segment  ASD,  soienl  deux 
points  quelconques  T,  T'  equidistants  de  A  et  C ;  M,  M'  les 
points  de  la  courbe  correspondants  aux  points  de  contact  T, 
V  du  cercle  gen^rateur  avec  la  base  :  on  aura,  d'apres  I'e- 
galite  des  arcs  de  cercle  MT,  M'Ti, 

HT  =  H'T,  =  bP',     IH  =  I'H' ; 
done 

MI -+■  M' r  =  MH -h  M' H' =  NN'. 

La  somme  des  deux  cordes  IVII,  M!V  du  segment  ASD^ 
equidistantes  de  la  parallele  LOL'  a  la  base,  etant  egale  a  la 
corde  NN',  il  s'ensuit  que,  si  Ton  partage  AC  en  parties 
infiniment  petites  par  des  couples  de  points  dans  le$  m^mqs 
conditions  que  T,  T',  le  segment  ASD  pourra  6tre  consid^r^ 
comme  limite  de  la  somme  de  rectangles  ayant  pour  bases 
les  difli§rentes  cordes  telles  que  MI,  MT,  et  pour  hauteur 
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les  distances  de  deux  cons^cutivcs  :  et  la  sommc  de  deux 
rectangles  quelconques  equidistants  de  la  droite  LU,  sera 
egale  au  rectangle  du  cercle  O,  compris  entre  NN'  et  la 
corde  infiniment  voisine  correspondante  a  celle  qui  suit  M(. 
Or  la  somme  de  ces  derniers  rectangles  a  pour  limite  le 
demi-cercle  LCL' ;  done  le  segment  ASD  est  equivalent  au 
demi-cercle  g^nerateur,  et  I'aire  de  la  demi-cycloide  vaut 
une  fois  et  demie  celle  de  ce  cercle.  Done  I'aire  de  la  cy- 
jcloi'de  est  triple  de  celle  4u  circle  g^n^rateur. 
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GHAPITRE  IX. 

COMMENT   LES   VOLUMES  DES    CORI*S   PEUVENT   ETRE 
GONSID^R^S   COMME  LIMITES   DE   SOMMES 

d'iisfiniment  PETITS. 


39.  Solides  fie  revolution.  —  Supposoris  une  surface 
plane  quelconque  tournant  autout*  d'un  axe  AX  (fig.  i3) 
situe  dans  son  plan,  et  proposons-nous  de  calculer  la  por- 
tion du  volume  engendre,  qui  sera  comprise  entre  deux 
plans  quelconqiies  perpendibulaires  h  AX.  Ces  plans  peu- 
vfent  ^tre  consid^r^s  comine  engendries  par  des  ordonnees 
MP,  NQ;  les  deux  surfaces  courbes  qui  terminent  le  vo- 
lume a  mesurer  sont  engendrees  par  des  arc^  de  courbes 
donnees  MN,  M'N',  et  ce  volume  est  la  difference  de 
deux  autres  engendred  respectivement  par  Ics  quadrilateres 
MNPQ,  M'N'PQ.  Bomon^-nous  done  au  calcul  d'un  quel- 
conque de  ces  derniers,  par  exemple  celui  qu' engendre 
MNPQ. 

Dtecoihposons  ce  volume  au  moyen  d'une  suite  de  plans 
per()endiculaires  a  Faxe^  infiniment  voisins  les  uns  des 
autres^  et  substituons  a  ces  elements,  dont  la  somme  est 
constamment  egale  a  ce  volume  m^me,  d' autres  elements 
d'une  espice  plus  simple  et  tels^  que  le  rapport  de  chacun 
d'eux  a  son  correspondant  ait  pour  limite  Tunit^.  La  li- 
itiile  de  la  somme  A/6  ces  nouveaux  elements  ind^finiment 
decroissauts  sera,  d^apr&sleprincipe  fondaraental,  la  valeur 
exactedu  volume  a  mesurer.  Soient  R,  R'deux  points  quel- 
conques  de  MN,  correspondants  a  deux  plans  secants  con> 
seculifs-,  S,  S',  leurs  projections  sur  AX:  on  pent  supposer 
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SS'  assez  petit  pour  que  les  ordonnees  varient  dans  un  m^me 
sens,  en  passant  de  R  a  R';  d'ou  il  suit  que  les  deux  rectan- 
gles RSS'I  etR'S'Sr  engendreront  autour  de  AX  des  cylin- 
dres  dont  Tun  sera  plus  petit  et  I'autre  plus  grand  que  la 
partie  du  solide  propose,  comprise  entre  les  deux  plans  s^ 
cants.  Or  le  rapport  de  ces  deux  cylindres  de  m^me  hauteur 
est  egal  a  celui  de  leurs  bases  ou  des  carres  de  leurs  rayons 
RS,  R'S';  et  a  mesure  que  S'  se  rapproche  de  S,  le  rapport 
des  ordonnees  RS,  R'S'  se  rapproche  de  Tunite,  ainsi  que 
celui  de  leurs  carres.  Done  la  limite  du  rapport  des  deux 
cylindres  est  Tunite;  et  il  en  est  de  m^me  a  plus  forte  raison 
pour  le  rapport  d'uii  quelconque  de  ces  cylindres  au  vo- 
lume intermediaire  qui  est  I'element  exact  du  vohune 
cherche. 

Done  le  volume  engendre  par  MNPQ  est  la  limite  d'une 
somme  de  cylindres  ayant  pour  hauteurs  les  parties  infini- 
ment  petites  dans  lesquelles  on  decompose  PQ,  et  pour 
rayons  de  leurs  bases,  les  ordonnees  de  MN  correspondan* 
tes  aux  points  de  division  de  PQ. 

Ces  c]flindres  pourront  etre  pris  tant6t  interieurs,  tanl6t 
en  partie  exterieurs,  sans  que  la  limite  de  la  somme  soit 
changee,  puisqu'ils  satisfont  toujours  a  la  condition  unique 
quHls  doivent  remplir. 

Si  I'aire  generatrice  n'est  pas  termin^e  a  I'axe  AX,  mais 
a  une  seconde  courbe  M'N',  le  volume  engendre  sera  la 
difference  de  deux  autres  qui  rentrent  dans  le  premier  cas. 
On  pourra  aussi  le  considerer  comme  la  limite  de  la  diffe- 
rence des  deux  sommes  de  cylindres,  ou  de  la  somme  des 
differences  des  cylindres  elementaires  correspondants.  Cette 
proposition  g^nerale  s^exprime  par  la  formule  suivante 
dans  laquelle  V  designe  le  volume,  et  Y,  y  les  ordonn^s 
des  deux  courbes  pour  une  meme  abscisse  x^ 
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40.  Solides  iermines  par  des  surfaces  ffuelconquas,  — 
On  concevra  encore  un  systeme  de  plans  paralleles,  a  des 
distances  infiniment  petites  les  uns  des  autres,  el  tels,  que 
le  solide  enlier  que  Ton  veut  mesurer  soil  compris  entre 
le  premier  el  le  dernier;  puis  on  cherchera  a  subslituer  a 
la  partie  comprise  entre  deux  plans  consecutifs  quelconques^ 
un  solide  d'espice  plus  simple  ei  qui  n'en  difll&re  que  d'une 
quantity  infiniment  petite  par  rapport  a  elle.  Or,  s'il  arrive 
qu'en  menant  par  tons  les  points  du  contour  d'une  des  deux 
sections ,  des  paralliles  a  une  m&me  direction  jusqu'au 
plan  de  Fautre,  la  projection  ainsi  effeciuee  de  la  premiere 
courbe  soil  tout  entiire  comprise  dans  la  seconde,  le  cy- 
lindre  ainsi  form^  sera  tout  en  tier  compris  dans  la  tranche 
du  solide  situee  entre  les  deux  plans.  Au  contraire,  le  cy- 
lindrc  forme  par  des  paralleles  a  la  m6me  direction  menee 
du  contour  de  la  seconde  section  au  premier  plan,  renfer- 
mera  enti&rement  cette  m^me  tranche.  Mais  le  rapport  des 
deux  cylindres  de  m^me  hauteur  est  egal  a  celui  de  leurs 
bases,  lequel  tend  ind^finiment  vers  Funit^  a  mesure  qu^ 
la  distance  des  deux  plans  tend  vers  zero.  Done  le  rapport 
des  deux  cylindres,  el,  par  suite,  de  la  tranche  du  solide  a 
Fun  quelconque  d'enlre  eux,  a  pour  limite  Funite  5  ou,  en 
d' autres  termes,  chacun  de  ces  cylindres  differe  de  Fele- 
ment  exact  du  solide,  d'une  qaantite  infiniment  petite  par 
rapport  k  cet  element.  Done  eniin  le  volume  propose  est 
limite  d'une  somme  de  cylindres  ayant  pour  bases  les  sec- 
tions du  solide  par  des  plans  paralleles  infiniment  voisins, 
el  pour  hauteurs  les  distances  de  ces  plans. 

Ce  premier  cas  est  celui  de  tons  les  corps  auxquels  Ar- 
chimede  a  applique  ce  prorede  dont  on  lui  est  rcdevable. 

M.  Mais  il  pent  arriver  que  les  paralleles  menees  par 
les  points  d'une  des  sections  ne  soient  pas  toutes  interieures 
ou  toutes  exterieures  a  la  tranche  du  solide,  el  alors  le  rai- 
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sonneinent  precedent  ne  suffirait  pas;  Dans  ce  cas,  on  cou- 
cevra  un  second  systeme  de  plans  parall&les  a  une  seconde 
direction^  qui  decomposeront  une  quelconque  des  premieres 
tranches  en  solides  iofiniment  petits  dans  deux  sens,  com- 
prises entre  quatre  plans  parallMes  deux  a  deux  et  infini- 
ment  voisins.  Jusqu'ici  on  n'a  pas  altere  les  elements  du 
solide;  mais  ces  filets  infiuiment  etroits  sont  encore  ter- 
mines  ei  la  surface  du  solide  et  ne  seraient  pas  plus  faciles 
a  evaluer  que  ce  solide  entier.  Or,  en  en  retranchant  ou  en 
y  ajoutant  des  parties  iniiniment  petites  par  rapport  a  eux- 
m^mesi  on  peut  les  reduire  a  des  parallelipip^des.  U  suffit 
pour  cela  de  mener  des  plans  paralliles  a  une  troisieme 
direction,  et  passant  par  les  ettremit^s  d'une  des  cordes  ou 
par  des  points  qui  en  soient  infiniment  voisins.  On  aura 
ainsi  des  parallelipipedes.  Fun  plus  petit^  I'autre  plus  grand 
que  le  filet  du  solide,  et  dont  le  rapport  tendra  indefini- 
ment  vers  1' unite.  On  pourra  done  substituer  a  ce  filet  I'un 
ou  Tautre,  ou  tout  autre  parallelipipede  dont  Tarifete  finle 
differerait  itifiniipent  peu  des  leurs ;  par  exemple,  et  c'est  ce 
qui  sera  le  plus  simple,  on  pourra  prendre  pour  ar&tes  les 
cordes  memes  de  la  section  du  solide  par  les  premiers  plans. 
Ainsi  le  rapport  de  chacun  de  ces  parallelipipedes  ^u  filet 
corr^spondant,  etant  aussi  pres  de  Tunite  qu'onle  voudral^ 
ilen  sera  de  m^me  du  rapport  de  Icur  somme  a  la  tranche  du 
solide;  Or  ces  parallel! pi p^es  sont  dans  l0s  m^mes  condi- 
tions, relativement  a  la  tranche  du  cylindre  qui  autaitpour 
base  la  m^me  section  du  solide,  et  ses  aretes  dans  une  di- 
rection arbitraire;  et,  par  consequent,  le  rapport  de  cette 
tranche  a  celle  du  solide  a  pour  limite  Tunite.   On  peut 
done  enoncer  dans  tons  les  cas  cette  proposition  : 

Tout  solide  peut  etre  considere  comme  la  limite  de  la 
somme  de  cylindres  ajant  pour  bases  les  sections  par  des 
plans  paralleles  infiniment  voisins^  et  pour  hauteurs  les 
distances  successwes  de  ces  plans. 
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Ce  mode  de  decomposition  est  surtout  employe  lorsque 
Fequation  de  la  surface  est  donnee  en  coordonn^es  recti- 
lignes  ;  alors  les  directions  que  Ton  choisit  pour  les  plans 
secants  sont  celles  des  plans  coordonnes. 

Lorsque  Ton  a  trouve  Fexpression  de  Taire  de  la  section 
du  corps  par  un  plan  quelconque,  parall^Ie  par  exemple 
au  plan  des  j"  et  z,  le  produit  de  cette  aire  par  la  distance 
au  plan  infiniment  voisin  est  la  mesure  du  parallel ogramme 
dent  un  c6te  seraitexprime  par  le  mdme  nombre  que  Taire, 
et  serai  t  a  une  distance  du  c6te  parallele  egale  a  celle  des 
deux  plans ;  d'ou  Ton  voit  que  la  mesure  du  volume  est 
raiuenee  a  celle  de  Taire  d^une  courbe  dont  Pordonnee  se- 
rait  exprimee  par  la  fonction  de  x  qui  repr^sente  I'aire  de 
la  section  du  corps. 

Si  la  surface  etait  donnee  par  une  equation  entre  des 
coordonnees  polaires,  le  mode  de  decomposition  serait  dif- 
ferent. Nous  aurons  occasion  de  nous  en  occuper  plus  tard, 
et  nous  nous  bornons  ici  a  cette  simple  indication. 

Les  elements  que  nous  avons  consideres  ne  sont  infini- 
ment petits  que  dans  un  seul  sens,  ou  deux  au  plus.  Dans 
un  grand  nombre  de  questions  qui  ne  sont  pas  pure- 
ment  geometriques ,  il  est  necessaire  de  decomposer  les 
volumes  en  elements  infiniment  petits  dans  tous  les  sens. 
Dans  ce  cas ,  on  decomposera  les  filets  infiniment  petits 
dont  il  a  ele  question  ci-dessus ,  par  une  serie  de  plans 
infiniment  voisins  et  paralleles  au  troisieme  plan  coor- 
donne. 


L 
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CHAPITRE  X. 


APPLICATION    A    LA    MESURE    DE    QIJELQUES    VOLUMES 


Solides  de  rei^olution. 

42.  Paraboloide  de  rei^olution.  —  IJne  parabole  tour- 
nant  autour  de  son  axe  AX  (Jig.  14)9  on  demande  le  vo- 
lume engendre  par  Taire  comprise  entre  un  arc  quelconque 

AB,  Tordonnee  BC  ei  I'axe  AC. 

Soient  a,  b  les  coordonnees  de  B,  eij^'=3=  npx  Tequa- 
lion  de  la  parabole  •,  partageons  AC  en  un  nombre  n  inde- 
finiment  croissant  de  parties  egales  a.  Le  volume  chercbe 
sera  la  limite  d'une  somme  de  cylindres  ayant  pour  hau- 
teur a,  et  pour  bases  les  cercles  ayant  pour  rayons  les  dif- 
fi^rentes  ordonnees  MP  de  la  parabole,  men^s  par  tons  les 
points  de  division  de  AC.  L'expression  generale  du  volume 
d'un  de  ces  cylindres  est  ny^a  ou  ^iipxa-^  leur  somme 

%pZxa  a  pour  limite  apw  — oupwa*.  (Voir  n^  35.) 

On  pent  done  dire  que  ce  volume  est  egal  a  celui  d'un 
cylindre  qui  aurait  pour  base  le  cercle  dont  le  rayon  est 

AC,  etpour  hauteur  le  demi-param^tre.  On  pent  encore 
donner  une  autre  forme  a  l'expression  pr^cedente,  en  y 

r^npla^ant  pa  par  son  egal  — >  elle  devient 5  et  est 

^gale  a  la  moiti^  de  la  mesure  du  cylindre  qui  aurait  BG 
pourhase  et  AC  pour  hauteur,  ou  a  trois  fois  la  moiti^  du 
c6ne  qui  aurait  m^me  base  et  meme  hauteur.  C'est  sous 
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cette  derniere  forme  qu'ArchimMe  a  presente  cette  pro- 
posilion. 

43.  Segment  d* ellipse  toumant  autourde  sa  corde,  — 
Soient  une  ellipse  ayant  pour  equation 

a^  y^^ -\- b^  a:^  =.  a^  b\ 

OD  [fig'  i5)  une  corde  parallele  a  Taxe  B'B,  2/ sa  lon- 
gueur, d  sa  distance  AE  au  centre,  et  A  I'aire  du  segment 
DCiy  qui  tourne  autour  de  sa  corde  fixe  DD'j  proposons- 
nous  de  mesurer  le  volume  engendre  Y.  ^ous  le  conside- 
rerons  comme  limite  de  la  somme  des  cylindres  qui  au- 
raient  pour  hauteurs  les  subdivisions  infiniment  petites 
egales  de  IXD,  et  pour  bases  les  cercles  ayant  pour  hauteurs 
les  perpendiculaires  MQ  abaissees  sur  DIV  par  les  diffH- 
rents  points  de  Tare  DIV,  qui  correspondent  aux  points  de 
division  de  Diy.  Soient  n  le  nombre  des  points  de  division 
de  DE  et  a  leur  distance  \  la  mesure  d'un  quelconque  des 
cylindres  infiniment  petits  sera 

TT  ( /  —  fl?)'  a     ou     T^[y^  —  2  efy-  -h  rf')  a , 

et  leur  somme  pent  se  decomposer  comme  il  suit , 

7:2(^'  -4-  cP)a  — -  2  ndlycjLy 

OU,  en  remplacant  J*  par  i* ^? 


Ttb^ 


Or 

2a  =  2/,      lim.  27a=A; 
et,  d'apris  la  remarque  du  n^  35, 

lim.  Zj?2  a  =  — 5— 

6 
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On  aura  done 

2  7r^V 


V=27r/(^''4-«/')— 27rrfA 


3  a'' 


On  aurait  le  volume  de  rellipsoide  tout  en  tier  en  faisant 
d=:o,  I  =  ay  et  Ton  trouverait  ainsi 

et  si  i  =  a,  on  a  ^Tra'  pour  la  mesure  du  volume  de  la 
sphere  dont  le  rayon  est  a, 

44.  Volume  du  tore.  —  On  appelle  tore  le  solide  engen- 
dre  par  un  cercle  qui  tourne  autour  d'une  droite  situee  dan» 
^n  plan. 

Soient  O  [fig*  i6)  le  centre  du  cercle  generateur,  R  son 
rayon,  AO  =^  a^Fequation  du  cercle  sera 

et  le  volume  est  la  limite  de  la  somme  des  volumes  engen- 
dres  par  les  rectangles  MNIK ,  qui  sont  les  differences  des 
cylindresinfiniment  petits  engendres  par  les  rectangles  QI, 
QK.  L'expression  generale  de  cette  difference  est 

TT  (  Qn'— Qm')  mi  =  tt (QN  -f-  QM)  (QN  —  QM)  MI 

=  2  Tf «.  MN.  MI  =  2  TTfl  MIKN. 

Or  la  limite  de  la  somme  des  rectangles  MIKN  est  Taire 
du  cercle.  Done  le  volume  du  tore  est  egal  a  la  surface  du 
cercle  generateur  multipliee  par  la  circonference  decrite 
par  son  centre, 

45.  Ellipsoide  de  rei^olution,  —  Supposons  qu'une 
ellipse  tourne  autour  de  son  axe  AB  =  2  a  [fig*  17),  et 
proposons-nous  de  calculer  le  volume  du  segment  delaclie 
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.par  un  plan  perpendiculaire  a  cet  axe^  mene a  une  distance 
AD  =  J  du  sommet  A. 
Soit  Tequation  de  Tellipse  rapportee  au  sommet  A 

j»  =  ~  (  2  flrx  —  .r'), 

Ic  volume  sera  la  limite  de 

Soit  n  Ic  nombre  des  points  de  division  de  AD,  on  aura 

noL  =  d; 

on  retombe  ainsi  dans  des  calculs  qui  se  sont  d^ja  plusieurs 
fois  presenles,  et  Ton  trouvera  (n^  35) 


eP         .  d* 

lim.  Ijca  =  — -J        lim.  Zj7^«  = -:79 
2  3 


<l'o« 


ou 


hm.  2(2  ax  —  x^)  a=  ad^  —  —  =:  tf*' -> 

6  O 

On  aura  done  pour  expression  du  volume  cherche  V, 

y=^j^(3a^d), 

Ce  r^sultat  coincide  avec  celui  d'ArchimWe.  En  efTet,  il 
enonce  la  proposition  de  la  mani^re  suivante  : 

Le  segment  de  rellipsoi'de  est  au  c6ne  de  m^me  base  et 
m^me  hauteur,  comme  le  demi-axe  de  rellipsoi'de  ajoute  a 
la  hauteur  du  segment  complementaire  a  rellipsoi'de  est  a 
la  hauteur  de  ce  dernier. 

Or  on  apercoit  facilement  que  les  deux  formules  sont 
identiques. 

46.  Hyperholo'ide    de  riifolution,   —   Soit  Tequation 
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d'une  hyperbole j^'  =  —  (a:*  -f-  2  ax)  rapportee  a  son  som- 

met  A  {^g^  18).  Supposonsqu'elle  tourne  autour  de  son 
axe  transverse,  et  proposons-nous  de  calculer  le  volume  V 
d^tache  par  un  plan  perpendiculaire  a  Faxe  mene  a 
une  distance  AD  =  d,  II  est  la  limitc  de  2  tt  j*  a  ou  de 

— r-  2  {x--h2ax)oL. 
a*        ^ 

Or  on  a,  d'apres  le  n®  35  deja  cite  plusieurs  fois, 

d^  d^ 

liin.  Zxa  =  — ^       Hm.2.r'a=— - 
2  3 

Done 

ArchimMe,  dans  la  solution  qu'il  a  donnee  de  ce  pro- 
blime,  cherche  le  rapport  du  segment  de  rhyperboloide 
au  c6ne  deni^me  base  et  m6me  hauteur,  et  parvient  a  la 
formule  suivante,  qui  donne  le  m^me  resultat  : 

Le  volume  du  segment  est  a  celui  du  cone  de  meme  base 
et  m^me  hauteur,  comme  la  hauteur  du  segment,  plus 
trois  fois  le  demi-axe  transverse,  est  a  cette  m^me  hauteur 
augment^e  de  Taxe  transverse. 

• 

47.  Remarque.  —  Si  une  surface  ilont  I'aire  est  A  tourne 
successivement  autour  de  deux  axes  fixes  paralleles  U,  V 
{fiS'  ^9)9  situes  dans  son  plan,  les  volumes  engendres  au- 
ront  pour  diflference  le  produit  de  Taire  A  par  la  circonfe- 
rence  dont  le  rayon  est  la  distance  d  des  deux  axes. 

En  effet,  soit  une  perpendiculaire  quelconque  QPMM' 
aux  axes,  qui  coupe  ceux-ci  en  Q,  P,  et  la  courbe  en  M,  M'. 
Soient  MP  =  jr,  U!V  =  x',  MQ=X,  M'Q==X'5  a  la 
distance  de  QM'  a  la  parallMe  infiniment  voisine. 

Les  volumes  engendres  autour  des  deux  axes  sont  les 
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limites  des  deux  sommes  suivantes  : 

rtl  (.r'>  —  x^)  a,      ir2(X'»—  X')  a, 

et  comme  on  a 

X  =  .r4-rf,     X'  =  .r'-f-rf, 

il  s'ensuit 

X'»  —  X' =  ^''— .r^  +  2e/{x' —  x); 

* 

done  la  diflKrence  des  deux  sommes  est  2  7rJ2(x'  —  x)oc 
ou  27rrf2MM'.a. 

Mais  SMM'.  a  a  pour  limite  Faire  A  ]  done  la  limite  de 
la  difr(£rence  des  deux  sommes,  ou  la  diflference  de  leurs 
limites,  et,  par  consequent,  des  volumes  engendr^s,  est 
2nd  Ay  comme  nous  I'avions  annonce. 

4o.  F^olumes  engendres  par  des  paraboles  ou  hyper^ 
boles  d*ordres  quelconques ,  —  Consider ons  le  volume  ien- 
gendre  par  la  revolution  autour  de  I'axe  des  x^  d'une  courbe 
representee  par  I'equation  y  =  p'jr"*,  dans  laquelle  qn  sup- 
pose m  quelconque  en  valeur  et  en  signe,  et  qui  pent,  par 
cons^uent,  repr^senter  des  paraboles  ou  hyperboles  de  toUs 
les  ordres. 

Le  volume  compris  entre  deux  plans  perpendiculaires  k 
Taxe  x^el  correspondanis  aux  abscisses  a,  a'  sera  la  limite 
de  2 Try* a,  a  repr^sentant  une  quelconque  des  subdivisions 
infiniment  petites  de  Tintervalle  a' —  a.  En  substituant  ky 
sa  valeur  en  x^  il  faudra  trouver 

Or,  d'apres  la  remarque  generate  du  n^  35,  on  a,  entre 
les  limites  a,  a', 

lim ,  2  j:""  a  = 

2OT-f-  I 
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Le  volume  cheirche  a  done  pour  luesure 


Ttp^ 


2/W  -h  I  2/W  H-  I 


On  Fobtient  done  en  divisant  par  2m  -j-i  la  differenee  des 
deux  cylindres  ayani  pour  bases  les  deux  bases  m^mes  du 
solide  a  evaluer,  el  pour  hauteurs  les  abscisses  correspon- 
dantes. 

Solides  non  de  resolution. 

49.  Segment  d'ellipsoi'de.  —  Rapportons  la  surface  a 
des  axes  parall^les  a  un  systeme  de  diametres  conjugues, 
dont  I'un  passe  par  le  centre  de  la  base  du  segment.  Prenons 
ce  dernier  pour  axe  des  .r,  et  pour  origine  I'extremite  qui 
appartient  au  segment.  L'equation  de  rellipsoide  sera 

z'       jr*       lax  —  X* 


b^ 


S  A2  ^3 


c'        0"  a 


Soil  AD  =  d  (Jig.  20)  Tabscisse  du  plan  de  la  base  du 
segment  qui  est  parallele  au  plan  YZ.  Nous  considererons 
le  volume  du  segment  comme  limite  de  la  somme  de  cylin- 
dres ayant  pour  bases  des  sections  parall^les  a  YZ  et  pour 
hauteurs  les  distances  infiniment  petites  de  ces  plans  suc- 
cessifs.  Une  quelconque  de  ces  hauteurs  s'obtiendra  en 
pxultipliaut  la  partie  a  correspondante  de  Taxe  AX  par  le 
sinus  de  Tangle  0  que  ce  diametre  AX  de  I'ellipsoide  fait 
avec  le  plan  COB  des  deux  autres  conjugues.  L'aire  de  la 
section  MPN  correspondante  a  un  x  quelconque  AP  sera 
TT.MP.PN  sin®,  (f  etant  Tangle  des  diametres  OB,  OC.  En 
rempla^ant  MP,  NP  par  leurs  valeurs  en  x^  on  trouvera 
pour  expression  d'un  quelconque  des  cylindres  elemen- 
taires, 

— -%\n^  %M\ff.[7.ax  —  x^)oL, 
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Le  volume  cherche  V  peut  done  etrc  represenle  eomme  il 

suit  : 

be  . 

a' 

lorsque  x  passe  de  o  a  ^2  par  degr^s,  egaux  ou  inegaux,  mais 
iufiniment  petits,  representes  par  a. 
On  aura  encore,  comme  precedemment,  d'apres  le  n*^  35, 


V  =  — J-  sin  9  sin  7 . lim .  \^  (aax  —  ■»?')«, 


*  « 


et,  par  consequent, 

(i)  V  = 1-^ isinGsintp. 

Si  Ton  suppose  d=:  2  a,  on  aura  pour  expression  du 
volume  entier  de  rdlipsoide, 

4  IL        •     />     • 

^  Ttabc  sin  9  sincp , 

ce  qui  peut  ^ire  traduit  de  difftrentes  mauiires,  en  obser- 
vant que  abc  sin  B  sin  f  mesure  le  volume  du  parallelipi- 
p^dc  construit  sur  les  trois  demi-diamitres  conjugues,  et 
que  Tibc  s\n^ ,  2a  sinO  mesure  le  cylindre  circonscrit  a 
rellipsoi'de,  ayant  les  aretes  paralliles  a  AX,  et  ses  bases 
parallMes  a  YZ.  Une  des  consequences  de  I'expression  pre- 
cedente  est  que  ce  paralldlipip^de  et  ce  cylindre  out  leurs 
volumes  constants,  quel  que  soit  le  systime  des  diamitres 
conjugues. 

L' expression  (i)  compar^e  a  celle  du  volume  du  c6ue 
ayant  m^me  base  que  le  segment,  et  son  sommet  en  A, 
donne  un  ^nonc^  semblable  a  celui  qu'Archim^de  a  fait 
connaitre  dans  le  cas  de  Tellipsoide  de  revolution. 

On  trouverait  des  resultats  analogues  aux  prec^ents 
pour  les  hyperboloides  et  paraboloi'des  quelconques^  nous 
nc  croyons  pas  utile  dc  nous  y  arretcr. 
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50.  Onglet  cylindrique.  —  Considerons  un  cylindre 
droit  dont  la  base  soil  le  cercle  ABC  (fig*  21)  \  par  un  de 
ses  diamitres  AB,  menons  un  plan  quelcouque  qui  coupe  la 
surface  du  cylindre  suivant  I'ellipse  ABD,  el  proposons- 
nous  de  calculer  le  volume  de  Fonglet  compris  entre  ABD 
et  ABC. 

Supposons  le  rayon  OC  perpendiculaire  a  AB ;  D  le  point 
de  rencontre  du  plan  secant  et  de  I'ar^te  menee  en  C  \  soient 
OC  =  R,  CD  =  A. 

Suivant  la  methode  generale,  nous  regarderons  le  volume 
comme  limite  d'une  somme  de  cylindres  ayant  pour  bases 
un  syst^me  de  sections  paralleles,  et  nous  prendrons  ces 
plans  perpendiculaires  a  AB. 

SoitMPQ  un  quelconque  deces  plans-,  faisons  AP  =  x, 
PQ  =j^5  on  aura 


7»—  nYix 

—  jt'     et 

MQtj 

::  CD: 

:0C, 

d'ou 

MQ  = 

R 

La  section  MQP  a  done  pour 

mesure 

2R' 

h 
ou     —5 
2R 

(aRx  — 

-x^). 

Si  done  nous  d^signons  par  a  la  distance  infiniment  petite  du 
plan  de  cette  section  au  suivant,  le  volume  cherche  V  aura 
pour  mesure 

^1-      ^/   T>  ,v  2/«R5 

aR  ^  '  3 

et  comme  2R*  est  le  rectangle  circonscrit  a  la  base  ABC 
de  r onglet,  le  volume  de  ce  dernier  est  egal  a  celui  de  la 
pyramidc  qui  aurait  cc  rectangle  pour  base  (^t  son  sommet 
en  D. 
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GHAPITRE  XL 

APPLICATIONS   MECANIQUES.    DETERMINATION   DES 

CENTRES   DE   GRAVITlfe. 


51 .  Nous  admettons  comme  connue  la  iheorie  des  cen- 
tres de  gravite  enseignee  dans  les  cours  les  plus  elemen- 
tal res  de  Statique,  et  nous  nous  proposons  de  la  prendre 
comme  un  nouvel  exemple  de  Tayantage  des  methodes  pre- 
cedentes. 

La  proposition  dont  Fapplication  est  la  plus  generale 
dans  la  theorie  des  forces  paralUles  et  qui  d^coule  naturel- 
lement  du  principe  du  levier,  est  ce  qu'on  nomme  le  theo- 
reme  des  moments.  On  appelle  moment  d'une  force  par 
rapport  a  un  plan,  le  produit  de  cette  force  par  la  distance 
de  son  point  d^application  a  ce  plan.  Cela  pos^,  si  Ton 
con9oit  un  syst^me  quelconque  de  forces  paralleles,  que 
Ton  considere  comme  positives  celles  dont  les  directions 
sont  dans  Tun  des  sens,  et  comme  negatives  celles  qui  sont 
dansTautre,  et  qu'il  en  soit  de  meme  pour  les  perpendicu- 
laires  abaissees  sur  un  plan  choisi  arbitrairement,  et  dont 
le  signe  dependra  du  c6te  ou  elles  se  trouveront  par  rap- 
port au  plan  \  le  th^or^me  des  moments  consiste,  comme  on 
le  sait,  en  ce  que  le  moment  de  la  resultante  des  forces  pa- 
ralUles  par  rapport  au  plan,  est  egal  a  la  somme  algebrique 
des  moments  des  composantes.  II  resulte  de  la  que  les 
coordonnees  rectilignes  du  point  d^application  de  la  resul- 
tante s^obtiendront  en  divisant  par  la  resultante  la  somme 
des  moments  des  forces  par  rapport  aux  trois  plans  coor*- 
donnes.  Ce  point  d^ application  de  la  resultante,  que  Ton 
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nomme  le  centre  des  forces  paralleles,  devienl  le  centre  do 
gravite  quand  ces  forces  sent  des  poids*,  et  I'on  voit  ainsi 
comment  le  theoreme  des  moments  pent  6lre  employe  a  la 
determination  des  centres  de  gravite. 

Nous  allons  faire  voir  comment  les  considerations  infi- 
nitesimales  s^appliquent  aux  surfaces  planes  et  aux  solides 
continus;  et  nous  en  donnerons  quelques  exemples  pour 
bien  faire  comprendre  les  generalites. 

Les  principes  que  nous  admettrons  comme  etablis  dans 
la  Statique,  sont  les  suivants  : 

Le  centre  de  gravite  d'un  syst^me  quelconque  de  points 
situes  dans  un  m^me  plan  est  compris  dans  Finterieur  de 
toute  ligne  convexe  continue  qui  les  renferraerait.  Le  cen- 
tre de  gravite  d'un  systeme  quelconque  de  points,  est  situe 
dans  Tinterieur  de  toute  surface  convexe  continue  qui  les 
renfermerait. 

Centres  de  gravite  des  aires  planes, 

52.  Gonsiderons  une  figure  plane  terminee  par  des  droi- 
tes  ou  des  courbes  quelconques  *,  supposons  qu^elle  soit 
homog^ne,  c'est-a-dire  que  des  portions  quelconques  de 
cette  figure  aient  des  poids  proporiionnels^  leurs  aires  res- 
pec  tives. 

Prenons  deux  axes  de  coordonnees  x,  j  dans  le  plan  de 
la  surface.  Le  centre  de  gravite  etant  le  point  d'application 
de  la  resultante  de  toutes  les  forces  appliquees  a  tous  les 
points  de  la  surface,  proportionnellement  aux  aires,  si  Ton 
d^ompose  la  surface  en  un  nombre  quelconque  de  parties, 
et  que  Ton  considire  en  tous  les  centres  de  gravite  de  ces 
parties,  des  forces  paralleles,  repr&ent^s  par  leurs  aires 
respectives,  et  dont  la  resultante  sera  representee  par  1' aire 
totale  et  appliquee  au  centre  de  gravite  cberche;  cette  aire 
to  tale  multipliee  par  Tabscissc  de  son  centre  de  gravite, 
sera  egale  a  la  somme  des  aires  partielles  multipliees  par 
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Ics  abscisses  de  leurs  centi^s  de  gravite.  Si  les  axes  iie  sonc 
pas  rectangulaires,  ces  produits  ne  sont  pas  les  moments 
eux-m^mes,  mais  proportionnels  aux  moments,  ce  qui  suffit 
pour  Texactitude  de  Tequation.  Mais  comme  il  ne  serait 
pas  plus  facile  de  trouver  les  centres  de  gravity  de  toutes  les 
parties  que  de  la  surface  entiere,  on  supposera  ces  parties 
iniiniment  petites;  leurs  moments  le  seront,  par  suite,  el 
par  consequent  on  pourra  leur  substituer  d'autres  infini- 
ment  petits,  plus  simples,  assujettis  a  la  seule  condition 
que  leurs  rapports  aient  respectivement  pour  limite  Tunite. 
Mais  alors  ce  sera  seulement  la  limite  de  leur  somme  qui 
sera  egale  au  moment  de  la  r^sultante  et  qui,  par  conse- 
qaent,  divisee  par  I'aire  de  la  figure  donnee,  fera  connaitre 
Tabscisse  du  centre  de  gravite. 

Le  mode  de  decomposition  qui  se  presente  de  lui-m&me 
pour  determiner  cette  abscisse^  consiste  dans  un  systime  de 
paralleles  a  I'axe  des  j*,  infiniment  voisines  les  unes  des 
autres.  Le  segment  compris  entre  deux  paralleles  cons^- 
cutives  pent  toujours  Atre  consider^  comme  renferme 
dans  un  contour  convexe,  dont  ses  deux  bases  feraient 
partie-,  son  centre  de  gravite  sera  done  entre  ces  deux  droi- 
tes^  et  son  abscisse  diflerera  d'une  quantite  infiniment  pe- 
titedes  abscisses  de  cbacune  d'elles ;  on  pent  done  substituer 
au  moment  de  ce  segment  le  produit  de  son  aire  par  Tab- 
scisse  de  Tune  ou  de  Tautre  de  ces  deux  paralleles  a  I'axe  des 
J  \  car  le  rapport  de  ce  produit  au  moment  veritable  a  pour 
limite  Tunite,  quand  la  distance  de  ces  parallMes  tend  vers 
i^ro.  Et,  par  la  m^me  raison,  on  pourra,  dans  ce  produit, 
substituer  a  I'aire  du  segment  celle  du  parallel ogramme 
ayant  Tune  des  cordes  paralleles  pour  base  et  sa  distance  a 
Tautre  pour  hauteur. 

Done,  si  Ton  d^signe  par  Y  et  y  les  ordonnees  des  deux 
poinls  extremes  de  la  corde  qui  correspond  a  T abscisse  quel- 
conque  x;  par  a  la  partie  de  Taxe  des  x  intcrceptee  entre 
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deux  cordes  consecuti  ves  ^  par  A  I'air e  de  la  figure,  et  par  Xf , 
yi  les  coordonnees  inconnues  du  centre  de  gravile^  on  aura, 
en  supposant,  pour  plus  de  simplicite,  les  axes  rectangu* 
laires, 

Aar,  =  lim.\^  (Y  — x)^°^9 

d'oA  Ton  lirera  Xi,  si  Ton  peul  d^lerminer  la  limite  de  cettc 

somme,  ainsi  que  A. 

On  aurait  ji  par  un  precede  analogue,  en  decomposant 

la  figure  au  moyen  d'un  syst^me  de  paralliles  k  I'axe  des  x. 

Mais  on  pent  aussi  conserver  le  premier  mode,  en  remar- 

quanl  que  le  centre  de  gravite  d*un  des  ^l^meuts  ne  peut 

6tre  qu'a  une  distance  infiniment  petite  de  celui  du  rectan^ 

gle  inscrit  ou  circonscrit,  et  que,  par  consequent,  on  peut 

subsiituer  au  moment  exact  de  cet  element  le  produit  de 

(Y-f-r) 
Taire  du  rectangle  par  ^ ^,  qui  peut  6tre  pris   pour 

Fordonn^e  du  centre  de  ce  rectangle.  On  aura  ainsi 


.,.=,^.^^ji^ 


a? 


et  si  Ton  peut  trouver  cette  limite,  y^  sera  determine. 

53.  Cette  formule  donne  lieu  a  une  remarque  curieuse. 
Si  Ton  multiplie  ses  deux  membres  par  2  7r,  il  vient 

27r^,  A  =z  lim.  TT^  ( Y'  — r')  5^- 

Or  le  second  membre  represente  le  volume  engendr^  par 
I'aire  en  question,  tournant  autour  de  Taxe  des  x.  Le  vo- 
lume engendre  est  done  egal  a  Vaire  de  lafigua^  gene- 
ratrice^  rmdtipliee  par  la  circonference  que  decrit  son 
centre  de  gras^ite. 

Ce  theoreme  porte  le  nom  de  Guldin,  quoiquHl  se  troiive 
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clairemcnt  ^nonc^  dans  les  ouvrages  de  Pappus,  geometre 
de  r^cole  d' Alexandrie. 
Nous  aliens  donner  quelques  exemples  de  ces  formules. 

54.  Parabole  du  second  ordre.  —  Soil  I'equation 
j'  =  npx  \  et  cherchons  le  centre  de  gravite  du  segment 
CAC  [fig  22)  termini  a  la  perpendiculaire  a  I'axe,  corres- 
pondante  a  Fabscisse  AP  =  a.  Les  rectangles  formes  par 
les  cordes  parall^les  k  CC  ayant  tons  leurs  centres  de  gra- 
vite sur  I'axe,  leurs  moments^  par  rapport  a  cet  axe,  seront 
nuls;  la  limitede  leur  somme  le  sera  done,  et,  par  suite, 
on  aura 

7,  =  o. 

Le  centre  de  gravity  etant  sur'  Taxe,  il  suffit  de  connaitre 
SOD  abscisseXf 
La  formule  precedente  devient,  dans  le  cas  actuel , 

Ax,  =lim.  2/^a  =  2  v^2/?lim.  S^r'a. 

Mais,  d'apris  une  formule  trouv^e  precedemment  [nP  35), 
on  a  entre  les  limites  o  et  a , 

1  2    - 

lim.  l.x^  a=:-=a^  : 
5 

.  done 

5 

Or,  en  faisant  BC  =  ft ,  on  a 

d  ou  Ton  d^duit 

•<  3 

5 


Xy  =  —a. 


C'est   Archimide  qui  a  decouvert  ceitc  propriele,  el 
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meme  pour  un  segment  de  parabole  determine  par  une  se- 
canle  quelconque.  Le  calcul  en  serait  lout  a  fait  le  m^me 
que  celui  que  nous  venous  de  faire  pour  une  secante  per- 
pendiculaire  a  I'axe  de  la  courbe. 

55.  Paraboles  et  hyperboles  d'ordre  quelconque.  — 
Soil  malntenant  Tequation/ =pa:"*,  dans  laquelle  m  d^ 
signe  un  nombre  de  grandeur  et  de  signe  quelconque ;  on 
demandie  le  centre  de  gravile  de  la  surface  lerminee  a  celle 
courbe,  a  I'axe  des  x,  et  a  deux  perpendiculaires  a  Taxe 
des  Xj  correspondantes  aux  abscisses  a,  a'. 

L'applicalion  des  formules  generales  donnera 

Aa:,=  f?lim.  2a;*-^»a,     Aj,  .=  —  lim.2a:*"a, 

ou 

A.r,  =/? J      Aj,  =  —  •  — — — • 

Or  nous  avons  trouve  (n°  35) 

A  = 9 

d'ou  resulte 

•^'  ~  ^^2  '  fl'*"-^'  —  tt*"-^''    -^'"^2(2/11 -hi)'   «''«+•— fl™-^'  ' 

Si  m  estpositif,  la  courbe  est  parabolique *,  et.si  Ton  fail 
commencer  I'aire  en  question  a  Torigine,  on  a  a  =  05  et, 
en  designant  par  feTordonnee  correspondante  a  a', 

;W-+-2  2(2AWH-l)  2(2/7?-Hl) 

Dans  la  parabole  du  second  degre,  m  =->  el  Pon  trouve 


2 


3  3 
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Si  m  est  negatif ,  la  courbe  est  hyperbolique  et  donne 
lieu  a  une  discussion  interessante  a  laquelle  nous  ne  nous 
arr^terons  pas.  On  reconnaitra  sans  peine  que,  quand  Tab- 
scisse  extreme  a'  croit  sans  limite,  il  est  possible,  suivant 
la  valeur  de  m,  que  le  centre  de  gravite  s'eloigne  indefini- 
ment  de  I'axe  des  j-,  en  teudant  vers  Taxe  des  x,  ou  tende 
vers  une  limile  determinee. 

56.  Centre  de  granite  des  solides  de  resolution  homo- 
genes.  —  Le  centre  de  gravite  sera  evidemment  sur  I'axe 
de  revolution  ^  il  suffira  done  de  connaitre  son  abscisse. 
Pour  la  trouver,  on  coupera  le  solide  par  des  plans  infini- 
ment  voisins,  perpendiculaires  a  Taxe  de  revolution  que 
Ton  prendra  pour  axe  des  x ;  et  en  supposant  les  poids 
proportionnels  aux  volumes,  le  produit  du  volume  total 
par  Tabscisse  Xi  du  centre  de  gravite,  sera  egal  a  la  somme 
des  produits  des  segments  compris  enlre  deux  plans  con- 
secutifs,  par  To:  du  centre  de  gravite  de  ce  segment,  qui  est 
evidemment  compris  entre  les  plans  de  ses  bases.  Pour 
simpliiier  ces  produits,  on  substituera  a  ce  dernier  x  celui 
d'une  quelconque  des  bases  du  segment,  ou  meme  tout 
autre  qui  en  differerait  d'une  quantite  iniiniment  petite ; 
on  remplacera  encore  le  volume  du  segment  par  celui  du 
cylindre  interieur  ou  exterieur.  Par  la  on  n^aura  altere 
le  moment  du  segment  infini men t  petit  du  solide,  que  d'une 
quantite  infiniment  petite  par  rapport  a  lui-m^me.  La  limite 
de  la  somme  de  ces  nouveaux  produits  sera  done  egale  a  la 
somme  des  moments  eux-m^mes,  ou  au  produit  du  volume 
total  par  x'l ;  etsi  Ton  coniiait  celte  limile  de  somme  et  le 
volume,  on  endeduira  immediatemeut  jTi. 

Cette  proposition  est  exprimee  par  la  formule  suivante 

lira.  1  xy"^  a  =Xi\im.  If^oL. 

o7.  Paraboloide,  —  Si  la  courbe  geiieratricc  est  une 
L  G 
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parabole  ayant  pour  equalion  y^=z'2.px  et  tournaiit  au- 
tour  de  I'axe  des  x,  on  aura ,  en  reinpla9ant  j^  par  sa  valeur 
en  x, 

el,  d'apres  la  valeur  generate  de  lim.  Sx'^a,  cette  equation 
se  reduira  a  la  suivante,  en  d^signant  toujours  par  a  et  a! 
Ie5  abscisses  extremes, 


3 

2 

d'ou 

''      3 

'=» -4- ««'  +  «' 

si  a  = 

o> 

on 

a 

• 

-%n', 

resultat  connu  d'Arcliimede. 

Le  cas  ou  Ton  fcrait  tourner  la  parabole  autout  de  sa 
tangente  au  sommet  est  rcnfcrm^  dans  le  suivant. 

58.  Generalisons  ce   resultat  en  preuant  pour  courbc 
generatricc  celle  dont  I'equation  est 

m  designant  un  nombre  quelconque.  ^equation  generalc 
devient 

lim.  2a;""-*-'a  =  j;,lim.  2.r""a, 
ou 

2/71 -f-2  2/WH-  I 

d'oA  Ton  lirera  j:,. 

On  retombe  sur  la  cas  precedent  en  supposant //i  = -9 
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a=o,  et  on  relrouve 


Xizzz  ^  a\ 


3 

On  aurait  le  cas  ou  la  parabole  tourne  autour  de  sa  tan- 
gente  au  sommet,  en  supposant  m  i=  2,  ce  qui  donne  en  . 
prenant  encore  a  =  o, 

5   , 

O 

59.  EUipso'ide.  -^  En  prenant  pour  equation  de  la  courbe 
generatrice 

2  b^  b^  X* 

a  or 

1  equation  qui  doit  donner  Xi  sera 
Urn. 


ou 


,.       ^       /2^»^  '  b'      \  ,.  /2^»  ^'     ,\ 

lim.  2  X  I X xM  a  =  X|  lim.  2  I ^ ^'  )  a. 

\  a  »       /  \  «  a}      ) 


lb^  b\, 

- —  lim.  2x^a —  --hm.2:r^a 


a  a^ 


\  «  «'  / 

Supposons  que  nous  considerions  le  volume  commen- 
cant  au  sommet  et  termine  a  Pabscisse  a',  nous  trouverons, 
en  substituant  aux  limites  de  sommes  leurs  valeurs  donnees 
par  la  formule  connue ,  et  simplifiant , 

if!!  ^—^    (  'i^  — 
3      4^       \       ^^ 

Si  Ton  prend  le  demi-ellipsoide,  on  a 

5 
a'  =  a,     et,  par  suite,     x,  =  tt  a. 

Le  calcul  se  fcrait  d'une  maniere  semblable  pour  Thy- 
perboloidc. 
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■60.  S'il  s'agissait  d'un  solide  homogene  termine  par  une 
surface  quelconque,  on  le  decomposerait  comme  il  a  ele 
fait  precedemment  pour  la  mesure  des  volumes;  on  consi- 
dererait  les  elements  determines  par  deux  series  de  plans 
iniiniment  voisins,  paralleles  a  deux  des  plans  coordonnes, 
et  on  egalerait  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  a 
chacun  des  trois  plans  coordonnes,  au  moment  de  la  resul- 
tante  par  rapport  a  ces  memes  plans.  On  negligerait  dans 
chaque  moment  elementaire  une  quantite  iniiniment  petite 
par  rapport  a  lui-m^me;  ce  qui  permettrait  de  prendre,  au 
lieu  du  volume  dece  filet  iniiniment  etroit,  celui  du  paral- 
lelipipede  int^rieur  ou  exterieur,  et  le  centre  de  gravite  de 
ce  parallelipipede  au  lieu  de  celui  du  filet  m^me.  Si  Ton 
peut  trouver  les  limites  de  ces  trois  sommes  de  moments 
prises  dans  toute  Fetendue  du  corps,  on  .obtiendra  les  trois 
coordonn^es  du  centre  de  gravite  de  ce  corps  en  les  divisant 
par  son  volume. 

On  voit  done  que  la  determination  du  centre  de  gravite 
des  corps  termines  par  des  surfaces  quelconques,  se  ra- 
m^ne  a  celle  de  limites  de  sommes  d'infiniment  petits. 
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CHAPITRE  XIL 

DKS'QUANTITftS  CONSIDISr^ES    COMME   LLMITES    DE 
RAPPORTS   d'iNFINIMENT    PETITS- 


61.  Le  point  de  vue  auquel  les  modernes  ont  considere 
les  tangentes  aux  courbes,  les  a  conduits  naturellement  aiix 
rapports  de  quantites  decroissaut  ind^finiment.  Les  anciens 
regardaieut  les  tangentes  comme  des  lignes  telles,  qu'a  par- 
tir  du  point  commun  avec  la  courbe,  les  deux  branches  de 
celle-ci  se  trouvent  d'un  m^me  e6te  de  la  droite ;  tandis  que 
les  modernes,  depuis  Descartes ,  les  ont  regard^es  comme 
limites  de  secantes  passant  par  le  point  donne  de  la  courbe 
el  par  un  second  point  de  la  m^me  courbe,  qui  se  rapproche 
indefiniment  du  premier.  II  est  resulte  de  la,  comme  nous 
allons  le  montrer,  que  les  modernes  ont  et^  conduits  a  la  re- 
cherche de  limites  de  rapports  d'infiniment  petits;  pro- 
blime  dontles  anciens  n  ont  pas  eu  Toccasion  de  s*occuper. 

Les  points  d'une  courbe  peuvent  6tre  rapportes  a  des  sys- 
times  de  coordonnfes  tres-divers,  c'est-a-dire  determines 
de  bien  des  manier^s  difierentes  par  les  valeurs  de  quanti- 
tes variables.  Nous  allons  examiner  plusieurs  de  ces  syste- 
mes,  et  montrer  que  dans  tons  les  cas  la  determination  de 
la  tangente  revient  a  celle  de  la  limiie  du  rapport  de  deux 
quantites  infiniment  petites,  dependant  I'une  de  Tautre 
d^apris  les  donnees  de  la  question. 

62.  Coordonnees  rectilignes,  —  Soient  M  (Jig>  23)  uu 
point  donn^  sur  une  courbe  rapportee  a  deux  axes  AX,  AY; 
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AP,  MP  ses  coordonnees  x^  jr]  M'un  point  de  la  meme 

courbe,  qui  se  rapproche  indefiniment  de  M,  et  donl  les 

coordonnees  soient  x-hh^  J"^^'^  '^  secante  MM'  coupe 

Taxe  des  x  en  un  point  S,  et  la  limiteR  de  la  position  de  ce 

point  determinera  la  limite  de  la  secante,  ou  la  tangenie. 

La  limite  de  S.  sera  connue  si  I'on  trouve  la  limite  de  PS  : 

r        M'H       ^ 
or  on  a  la  proportion  —  =  ^^^  =  >. 

Done,  en  prenant  \es  limites  des  deux  membres, 


d'ou 


PR=  .J!l_=ylim.y. 

I-    .  ^'  ^ 

lim. - 

n 

Done  la  determination  de  la  tangente  a  la  courbe  se  ramene 
a  celle  de  la  limite  du  rapport  de  deux  quantites  infiniment 
petites,  qui  sont  les  differences  des  coordonnees  du  point 
donn^  el  d'un  point  infiniment  voisin  pris  sur  la  courbe, 
et  qui  sont  liees  Tune  a  Fautre  au  moyen  de  Tequation  de 
la  courbe  donnee. 

Au  lieu  de  determiner  PR  ou  la  sous-tangente,  on  peut 
chercher  Tangle  de  la  tangente  avec  Taxe  des  x.  Soient  0 

Tangle  des  axes,  o)  Tangle  cherche,  ni  :?=  lim,T»  on  s^ura, 

par  le  triangle  MRP, 

sin«  r 


sin  (S  — w)       PR  *        • 

d'ou 

m  sin  0  cos  w  '—  m  sin  o)  cos  0  =  sin  &>,. 

<?t,  par  suite, 

/Tisin^ 

lane  w  = -t 

^  I  -f-  m  cos  0 
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ot,  si  les  axes  sont  rectangulaires, 

r      ^ 
tang  w  =  //I  =  Una.  -  • 

II  est  inutile  de  faire  remarquer  qu^il  faut  avoir  soigneu- 
sement  egard  aux  signes  des  accroissements  MH,  M'H, 
sans  quoi  la  secante  MM'  et  sa  limite  ne  seraient  pas  du 
c6leou  elles  doivent  ^tre  par  rapport  a  MH. 

63.  Coordonnees  polaires.  —  Soient  O  le  pole  [fig'  24 )> 
OX  Taxe,  M  uq  point  donnesurune  courbe  dont  on  a  Tequa- 
lion,  et  dont  les  coordonnees  sont  9  et  r\  M!  un  point  infi- 
niinent  voisin  ;  A  et  ft  les  accroissements  de  d  et  r  en  passant 
(le  M  a  M' :  la  tangente  en  M  sera  la  limite  de  la  secante 
SMM',  et  pent  6tre  delerminee  par  la  limite  de  Tangle  OMS, 
qui  est  la  meme  que  celle  de  MOM',  puisque  la  difference 
de  ces  deux  angles  est  MOM'  qui  lend  vers  zero.  Soit  co  cetle 
limite  ou  Tangle  que  fait  la  tangente  avec  OM.  Decrivons 
de  0  avec  OM  pour  rayon  Tare  MH,  et  joignons  MH-,  lo 
triangle  MHM'  donnera 

sin  HM^M  _  HM 
sin  HMM'  ~  HM'' 

Observons  raaintenant  que  Tangle  HM'M  a  pour  limite 
» ;  que  Tangle  H  a  pour  limite  un  angle  droit,  puisque 
Tangle  en  O  du  triangle  isocile  HOM  a  pour  limite  z^ro; 
que,  par  consequent,  la  somme  des  deux  angles  en  M,  M' 
dans  le  triangle  MHM'  a  pour  limite  un  angle  droit,  d'ou 
il  resulte  que  les  li mites  de  ces  deux  angles  sont  comple- 
mentaires.  D'apres  cela,  en  egalant  les  limites  des  deux 
membres  de  Tequalion  prec^ente,  on  aura 

sin  o)       ,.       HM 

=  ^''"-  rnr/' 

cos  o  HM 

Or,  on  peul  d'apr^  le  principe  fondamental  des  infini- 
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ment  petits,  remplacer  HM  par  loute  autre  qu and tedont 
le  rapport  avec  HM  ait  pour  limite  T unite;  et  on  a  vu, 
dans  la  Trigonomelrie,  que  le  rapport  d'un  arc  infiniment 
petit  a  sa  corde  a  pour  limite  I'unite.  On  pent  done  rem- 
placer la  corde  HM  par  Tare  dont  la  valeur  est  rA,  et  Tequa- 
tion  precedente  devient 

rh  h 


tang  &>  =  lim.  —  =  rlim.  -  = 


k  ^       ,.      h 

h 

Le  problime  des  tangentes,  dans  un  systeme  de  coordon- 
n^es  polaires,  est  done  encore  ramene  a  la  recherche  de  la 
limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits,  dependant 
Tun  de  I'autre  au  moyen  de  Tequation  de  la  courbe,  ct  qui 
sont  les  differences  des  coordonnees  de  deux  points  infini- 
ment voisins  appartenant  a  la  courbe. 

64.  Troisieme  sysiemc  de  coordonnees .  —  Supposons 
maintenant  les  points  determines  par  leurs  distances  a  demt 
points  fixes,  A,  B  [fig-  25)  5  soient  M  le  point  ou  Ton  veut 
mener  la  tangente,  et  dont  les  deux  coordonnees  seront 
AM=  r,  B.VI  =  r^'^  M'  un  point  infiniment  voisin  ayant 
pour  coordonnees  r  -f-  A,  r'  -f- Ar;  la  tangente  sera  la  limite 
de  la  secante  MM',  et  peut  ^tre  determinee,  par  evemple, 
par  les  angles  w,  co'  qu'elle  forme  respectivement  avec 
MA,  MB. 

Ayant  pris  MH  =  A,  MK  =  k  dans  le  sens  qui  convient 
au  signe,  et  decrivant  de  A  et  6  com  me  centres  avec  les 
rayons  AH,  BK  des  arcs  de  cercle,  ils  se  rencontrent  en  M'. 
Si  Ton  joint  M'H,  M'K,  les  angles  K  et  H  auront  chacun 
pour  limites  un  angle  droit,  puisque  les  arcs  KM',  HM' 
tendront  vers  zero  \  les  angles  formes  par  MM'  en  M'  et 
en  M  auront,  par  suite,  des  limites  complemeutaires ; 
ces limites  pour  les  angles  en  Mont  ele  designees  par  w,  &>'. 
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Cela  pose,  on  aura 

KM 

MM'"" 

sin  MM'K 

:— :=: — 'J 

sinK 

HM 
MM' 

sin  MM'H 
sinH 

3U 

sin 

MM'H 

sinK 

h 

sin 

MM'K 

sinH 

k' 
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en  prenant  les  limites  des  deux  membres, 

/  ,                                    cosw        ,.      h 
I  ;=linu. -. 

COS&>  A- 


Les  angles  cd,  &>'  de  la  tangente  avec  MA,  MB  sont  done  de* 

h 
J 


termines  dis  qu'on  connaitra  lim.  -9  puisque  leur  somme 


est  connue. 

Le  probl^me  des  tangentes  est  done  encore  ramene,  dans 
ce  nouveau  syst^me,  a  chercher  la  limite  du  rapport  des 
diflferences  infiniment  petiles  des  coordonn^es  de  deux 
points  de  la  courbe. 

65.  Au  lieu  de  determiner  par  le  calcul  les  angles  eo,  cd^ 
entre  lesquels  on  a  deux  ^nations,  on  pent  facilement  con - 
struire  la  tangente  d'apr^s  Tequation  (i).  En  eilet,  si  Ton 
prend  sur  MA  et  MB,  ou  sur  leurs  prolongements,  deux 

longueurs  MS,  MK  ayant  un  rapport  egal  a  lim.  -j  qu'on 

n 

eleve  en  S  et  R  des  perpendicul aires  sur  AM,  MB,  et  qu'on 
jojgne  leur  point  de  rencontre  I  a  M,  la  droite  IM  sera  la 
tangente,  car  les  cosinus  des  angles  IMS,  IMR  auront  pour 
rapport 

MS  ,.      h 

— ---       ou      Inn.  y 

MR  / 

On  aurait  pu  arriver  directement  a  cette  construction 
sans  passer  par  Tequation  (1),  et  par  des  considerations  qui 
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sc  relrouveiit  souvent  dans  Tcmploi  des  infiniment  petits 
en  geometrie. 

Sur  le  rayon  AM  prolonge  (Jig»  26),  prenons  unequan- 
tite  constantc  MP^  menons  PS  parallele  a  M'H  jusqu'a  la 
rencontre  de  MM'  en  S  ;  menons  ensuite  SQ  parallele  a 
M'K;  le  quadrilatere  MPSQ  sera  semblable  a  MHM'K,  el 
Ton  aura 

Mt  :MQ::  mh  :  mk::  h:A. 

A  mesur^  que  hcik  tendent  vers  zero,  MQ  lend  done  vers 

la    valeur  finic  dont  le  rapport  a  MP  est  la  limite  de  y 

La  secante  MM'  etant  toujours  dans  la  direction  de  la  diago- 
nale  MS,  la  tangenie  sera  la  limite  de  ce tie  direction,  c*est- 
a -dire  celle  de  la  diagonale  du  quadrilatere  limite  de 
PMQS.  Or  les  angles  P  et  Q  de  ce  quadrilatere,  elant 
egaux  respeciivement  a  H  et  K ,  ont  pour  limites  des 
angles  droits.  On  construira  done  facilement  lequadrila- 

l6re  limite  quand  on  connailra  la  limile  de  -  ou  de-; 

car  ou  en  deduit  immediatement  la  limite  MR  de  MQ.  II 
suffit  ensuite  d'elever  en  P  et  en  R  des  perpendiculaires  a 
AM,  MB,  et  de  joindre  leur  point  de  rencontre  I  au  point 
M  :  cette  derniere  ligne  sera  la  tangente.  Cette  construc- 
tion, obtenue  par  des  considerations  diflTerentes ,  coincide 
avec  la  precedente. 

66.  jintre  systemc.  de  coorrlonnees,  —  Supposons  ac- 
tuellement  que  les  points  soient  determines  par  leur  dis- 
tance a  un  point  fixe  O  (Jig*  27),  et  une  abscisse  ou  une 
ordonnee  par  rapport  a  une  Hgne  fixe  quelconque  passant 
parO.  Soient  A  I'origincdes  abscisses,  AP  =  x^  PM=:  > , 
OM  =  r;  le  poinl  quelconque  M  sera  determine  par  x  et  r, 
ou  Y  el  ''• 
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Cela  pos^,  M  eUnt-un  point  quelconque  d'un  lieu,  de- 
termine par  une  relation' entreces  coordonn^es^  on  demande 
de  trouver  la  direction  de  la  tangente  en  ce  point. 

Soient  MK  =;  /t,  PP'  =  h  les  accroissements  correspon- 
dants  de  r  et  X  pour  passer  a  un  point  v<fisin  M'  du  lieu, 
et  qu'on  portera  dans  un  sens  ou  dans  I'autre,  suivant  qu'ils 
seront  positifs  ou  negatifs.  Dans  le  quadrilat&re  MHM'K, 
I'angle  K  tendra  vers  un  angle  droit  en  raeme  temps  que  h 
et  k  vers  zero,  et  la  diagonale  MM'  vers  la  tangente. 

Nous  nous  bornerons  ici  a  I'un  des  procedes  employes 
dans  le  cas  precedent.  Nous  prendrons  PR  constant:  par  le 
point  S  de  la  secante  correspondant  a  Tabscisse  AR,  menons 
les  droites  SQ,  ST  parallfeles  a  M'K,  M'H:  le  quadrilaterc 
MQST  sera  semblable  a  MKM'H,  et  la  limite  de  la  direc- 
tion de  sa  diagonale  MS  sera  la  tangente  cherchee.  Or  on 
pourra  construire  le  quadrilaterc  limite  si  Ton  connait  la 
limite  de  MQ,  PR  ou  son  egal  TS  elant  constant-,  ct 
comme  on  a 

^_  TS 
?~"  mq' 

il  s'ensuit  que  la  limite  de  MQ  seraconnue  si  Ton  connaii 

h        ,  ' 

celle  du  rapport-*  Soit  Ml  la  limite  de  MQ5  comme  Tan- 

A* 

gle  Q  a  pour  limite  un  angle  droit,  le  quadrilatere  limite 
sera  MIUV,  et  la  diagonale  MU  la  tangente.  On  voit  qu'il 
suffit,  pour  la  construire,  d'elever  en  I  une  perpendiculaire 
a  01,  et  de  chercher  son  point  de  rencontre  U  avec  la  per- 
pendiculaire a  OR.  Si  les  deux  coordonnees  etaient  /'  eij^ 
au  lieu  de  r  et  x^  le  meme  quadrilatere  donnerait  des  resul- 
tais  analogues,  et  la  question  serait  toujours  ramenee  a 
irouver  la  limite  du  rapport  des  differences  des  coordonnees 
de  deux  points  du  lieu,  iniinimcnl  voisins. 

67.  Coordonnees  angulaircs,  — Considerons  encore  un 
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systeme  ou  les  points  seraient  determines  par  deuiE  angles^ 
formes  par  les  droites  menees  de  ces  points  a  deux  points 
fixes.  Solent  A,  B  (fig*  28)  ces  points  fixes,  MAB=«, 
MBA  =  6  les  deux  angles  qui  determinent  la  position  d'un 
point  quelconqtke  M ;  on  demande  de  mener  la  tangente  en 
M  a  un  lieu  determine  par  une  relation  entre  a  et  6.  Soient 
h  et  k  les  accroissements  positifs  ou  negatifs  de  a  et  6,  quand 
on  passe  de  M  en  M',  MP  egal  a  une  constante  arbitraire, 
PS  parallMe  a  M'U,  SQ  parallele  a  M'K-,  les  quadrilatires 
MPSQ,  MUM' V  seront  semblables,  et  la  tangente  cherchee 
sera  la  limite  de  la  direction  de  la  diagonale  MS.  Pour  la 
connaitre,  il  suffit  de  determiner  les  li mites  de  MQ  et  des 
directions  PS  et  QS.  Quant  a  ces  demi^res,  il  est  evident 
qu'elles  ne  sont  autres  que  les  directions  de  BM  et  AM  cjiii 
sont  les  limites  de  celles  de  BM',  AM'.  Pour  avoir  la  limite 

MI  de  MQ,  il  suffit  de  connaitre  la  limite  du  rapport  jrr^ 

.     ,  MP 

qui  est  egal  au. rapport  — r- 

Or 

MV  _  sin  A        MU  _  sinX^ 
MA~'«nV'      MB~"sinU' 

MU       MB    sin  A*   sinV       sin  a    sin/-    sidV 
MV       MA    sin^    sinU       sin  6    sin^    sinlJ 

Or  les  angles  V  et  U  ayant  pour  limite  Tangle  AMB, 
on  a 

,.       sin  V 
smU 


do 


nc 


de  plus 


,.       sm^      ,.      X 
lim .  — : — r  =  lim .  —  ? 


puisquc  le  rapport  d'un  angle  infinimcnt  petit  a  son  sinus 
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a  pour  limite  I'unit^.  On  a  done  ' 

'f 

,.       MU       sin  a  ,.       k       MP 
"TO .  — ~  =  -: — -  lira .  -  =  —  : 
MV       sin  6  h       MI  ' 

done  enfin  le  problime  est  eneore  ramene  a  la  recherche  de 
la  limite  du  rapport  des  differences  des  coordonnees  de  deux 
points,  infiniment  voisins,  dulieu.  Quand  on  Taura  trou- 
vee,  on  connaitra  MI,  et  par  les  points  P  et  I  on  menera  des 
paralleles  a  MA,  MB,  qui  par  leur  rencontre  determine- 
ront  U1I  point  de  la  tangente. 

On  pourrait  proceder  d'une  autre  mani^re^  et  calculer 
les  angles  de  la  tangente  avec  les  rayons  vecteurs,  ou  les 
limiies  des  angles  VM'M,  MM'U.  On  a,  en  effet, 

sinVM^M_  MV        sin  MM^  U  _  MU 

sinV      ~MSr'  sinU      ""MM'' 

dou 

sinVM^M_  sinV'    MV  ^ 

sinMM'U""sinU  '  MU  ' 

or  -T-yi  a  pour  limite  i;  done,  en  appelant  x^  y  les  angles 
de  la  tangente  MT  avec  MA,  MB,  on  aura 

sinj:       ,.     '  MV       sin  6  ,.       h 

-. —  =  lim.  ■rrrf^=  -- —  "W^'  y 
smy  MU       sin  a  a- 


et,  comme  la  somme  x-hj  est  connue,  le  problemeest  re- 

h 


solu  des  que  Ton  connait  la  limite  du  rapport  - 


De  r existence  des  tangentes  en  general, 

■ 

68.  Nous  venous  de  passer  en  revue  un  assez  grand 
Dombre  de  systimes  de  coordonnees,  dont  quelques-uns  ne 
sont  presque  jamais  employes^  et  nous  avons  reconnu  que, 
dans  tous  les  cas,  le  probleme  des  tangentes  etait  ramene  a 
la  recherche  de  la  limite  du  rapport  de  deux  quantites  infi- 
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niment  peliles.  Le  noinbre  des  syst^mes  que  Ton  pourrait 
•employer  pour  la  determination  des  points  sur  un  plan,  est 
illimite*,  et,  par  les  cas  varies  que  nous  avons  consid^res^ 
nous  avons  voulu  faciliterles  recherches  auxquelles  d'autres 
cas  peuvent  donner  lieu.  On  cherchera  toujours  a  ramener 
]a  direction  de  la  secante  a  di^pendre  d'infiniment  petits 
quelconques,  dont  il  soit  possible  de  calculer  la  limite  du 
rapport,  soit  que  les  points  du  lieu  soient  determines  par 
une equation,  soit  qu  on  connaisse  la  loi  de  leur  generatioA, 
sans  en  avoir  deduit  Tequation  entre  les  coordonnees;. 

Mais,  avant  d'aller  plus  loin,  il  est  a  propos  de  s'assurer 
que  le  probleme  dont  nous  nous  occupons  a  generalement 
une  solution  ^  c'est-a-dire  qu'en  tout  point  d'une  courbe 
determinee  par  une  equation,  ou  par  une  loi  de  construc- 
tion qui  pourrait  conduire  a  une  equation  entre  des  coor- 
donnees  de  nature  quelconque^  il  existe  une  tangente.  En 
d'autres  termes,  il  faut  demontrer  que  lorsque  deux  varia- 
bles dependent  Tune  de  Fautre,  le  rapport  des  accroisse- 
ments  infiniment  petits  correspondants  de  ces  variables,  a 
en  general  une  limite;  car  c'est  k  ce  probleme  de  calcul  que 
nous  avons  rameue  le  probleme  geometrique. 

Cetie  proposition  importante  pent  ^tre  etablie  siinple- 
ment,  de  la  maniSre  suivante. 

Theot^me  general, 

69.  Soit  )  une  fonction  quelconque  .d'une  variable  a:, 
assujettie  seulement  aux  conditions  suivantes  :  i*^  que,  lors- 
qu'a  partird'une  valeur  quelconque  on  donne  un  accrois- 
sement  A  a  x,  il  en  resulte  un  accroissement  unique  k  de  r, 
qui  tende  vers  zero,  si  Ton  fait  tendre  h  vers  z^ro;  a^qu'a 
partir  de  toute  valeur  de  x  on  en  puisse  prendre  une  autre 
qui  en  difiere  d'une  quantite  finie  determinee  telle,  que  si  ,r 
varie  dans  le  mfeme  sens  dans  lout  Tintervallc  compris  enirt' 
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dies,  j^  varie  constamment  dans  un  m^me  sens,  c*cst-a>dire 
toujours  en  augmentant^  ou  tbujours  en  diminuant. 

Cela  pose,  il  est  facile  de  demontrer  que,  sous  ces  con- 
ditions, pour  toute  valeur  de  x  il  existe  une  limite  finie  pour 
Ic  rapport  des  accroissements  infiniment  petits  correspon- 
dants&etA;  c'est-a-dire  qu'il  ne  pent  y  avoir  que  des  valeurs 
exceptionnelles  de  x  pour  lesquelles  ce  rapport  croisse  ou 
decroisse  ind^finiment. 

En  efTet,  soient  jTo,  X  deux  valeurs  de  x  satisfaisant  aux 
conditions  ci-dessus  indiquees^  yo?  Y  les  valeurs  corres- 
pondanles  ^e  y ;  partageons  Fintervalle  X  —  Xo ,  positif  ou 
negatif,  en  n  parties  egales,  que  nous  designerons  par  h ,  et 
soient  A,,  As?  ^s  9  •  •  •  ?  ^n  les  valeurs  correspondantes  des  ac- 
croissements positifs  de  y^  on  aura 

A.  '—  J?o  — —  fitly         I   — ^»  ^^  «i  *+■  A'sj  •  •  M  " n  > 

d'ou  resulte 

X  — x^  n 

c'cst-a-dire  que  le  rapport  invariable  des  accroissemenis 
finis  de  oret  de  y,  quand  on  passe  de  .r©  a  X ,  est  la  moyenne 

k      k  k 

aritlim^tique  des  rapports  "T'  "T'  *  '  *  '  y'  quel  que  soit  le 

nombre  en  tier  n. 

Si  maintenant  on  fait  croitre  n  indefinimeni,  les  termes 
de  ces  rapports  tendront  vers  zero  5  et  leur  moyenne  arith- 

metique  etant  loujours  egale  a  la  quantite  finie  ~ — ^%  il 

est  impossible  qu'ils  tendent  tous  vers  zero,  ou  qu'ils  crois- 
sant tons  indefinimeni. 

Cetle  conclusion,  relative  a  Tintervaile  X  —  Xo,  pouvant 
^tre  appliquee  a  toute  partie  de  cet  intervalle,  il  s^ensuit 
qu'il'est  impossible  que,  dans  aucun  intervalle  fini ,  la 


n 


t 
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valeur  de  -  tende  vers  zero  ou  croisse  indefiniment  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  Ce  n'esi  done  que  pour  des  valeurs 
exceptionnelles  et  en  nombrelimiie,  que  j  peut  ne  pas  avoir 
une  valeur  finie  :  ce  que  nous  voulions  etablir. 

70.  Nous    avous   suppose   dans    ce   raisonnement   que 

~ avail  une  valeur  finie.  En  ne  s'assujettissant  pas  a 

cette  condition ,  voyons  s'il  est  possible  que  toutes  les  va- 

leurs  de  Ytendent  vers  zero  ou  croissent  indefiniment. 
h 

Si  tous  les  rapports  tendent  vers  zero ,  leur  moyenne  y 

tendra  necessairement,  et  comme  elle  est  conslante,  elle  ne 

peut  etre  que  zero^  done  Y — jrQ  =  o  ou  Y  =yQ,  Et  commc 

il  en  sera  de  m^me  si  Ton  considere  1' inter valle  entre  Xo  el 

toute  autre  valeur  choisie  entre  Xo  et  X,  il  en  resulte  que 

toutes  les  valeurs  de  jr  correspondantes  aux  valeurs  de  x 

comprises  entre Xo  et  X  sonl egales  ay©*  La fonction designee 

pary  ne  serai t  done  autre  chose  qu'une  constante,  et  Ton 

voit  alors  que  non-seulement-  tendra  vers  zero,  mais  qu'il 

sera  toujours  rigoureusement  nul.  Le  lieu  en  questioil  se- 
rai t  done  une  droite  parallile  a  Faxe  des  x,  si  x  et  j'  soul 
des  coordonnees  rectilignes. 

Si  maintenant  tous  les  rapports -7  croissaient  sans   li- 
mites ,  les  rapports  r^ciproques  -  tendraieni  tous  vers  zero, 

A 

et  le  lieu  repr^senlerait  une  droite  parall^le  al'axe  des  j  •, 
auquel  cas  tous  les  rapports  -  seraient  rigoureusement  nuls. 


et  Ton  dirail  que  les  rapports  j  sont  tous  infinis. 


h 
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Si  done  le  lieu  ne  renferme  aucune  portion  de  ligne 
droile  parallele  a  Tun  des  axes,  il  y  aura  une  limite  finie 
pourle  rapport  de  raccroissement  Ar  infiniment  petit  a  Tac- 
croissement  correspondant  A,  pris  a  partir  d'un  x  quel- 
conque  entre  x©  etX,  a  I'exception  peut-^tre  de  certaines 
valeurs  particulieres ;  et  par  consequent  en  tous  les  points 
d'une  courbe  il  existe  en  general  une  tangente. 

Les  cas  exceptionnels  ou  la  limite  de-serait  nulle  ou 

iiifinie  cOrrespondraient,  dans  un  syst^me  de  coordonnees 
rcclilignes,  aux  points  ou  les  tangentes  seraient  paralleles  a 
I'un  ou  a  Tautre  des  axes ;   cela  resulte  de  la  signification 

k 
geometrique  de  la  limite  de  -dans  un  pareil  sysleme. 

Celte  limite  n'est  pas  la  m^me  en  general  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  5  elle  est  done  unefonction  Aex.  Or,  il  est  bon  de 
remarquer  que  si  cette  fonction  varie  par  de^res  infiniment 
petits,  en  m^me  temps  que  jc,  le  signe  que  Ton  prend  pour 
h  a  partir  d'uii  x  quelconque  n'lnflue  pas  sur  le  resultat. 

Supposons,  ei^effet,  qu'en  prenaht  toujours  h  de  mi^me 

signe,  par  exemple  positif,  la  limite  du  rapport  -  soit  repre- 
sentee par  une  fonction y( a:)  de  Vx  auquel  on  a  donne  Taq- 
croissement  A ;  cette  fonction  variant  infiniment  pen  en 
m^me  temps  que  x.  Soit  hi  Taccroissement  de  j,  pour 
Taccroissement  — h  donne  a  x  \  il  s'agit  de  Irouver  la  limile 

de — y.  Or  si,  a  partir  de  j: — /i,   on  donne  a  la  variable 

raccroissement -f-A,  on  revientax^  ly  correspondant  a 
X — Areprenant  la  valeur  primitive  augmentera  de  -^h^  et 

le  rapport— T—  sera  d'autant  plus  voisin  dey(x — h)  que  It 

sera  plus  petit;  il  en  sera  done  de  m^me  de — -*  IMais  par 
hypoihese /(x — h)  ct/(.r)  different  d'une  quantite  infl- 

I.  7 
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niment  petite,  si  h  est  lui-meme  inflniment  pelit  •,  done 

la  limite  de — ^est/"(a:),  commecelle  de  y 

La  limite  du  rapport  des  accroissements  infiniment  petits 
correspondants,  est  doac  iudependante  du  signechoisi  pour 
A,  &\f(x)  varie  par  degres  infiniment  petits  en  m^me 
temps  que  x,  Et  il  est  evident  qu'il  en  serai t  autrement  si 
cette  condition  n'etait  pas  remplie. 

Derwees  desfonctions. 

If 
71 .  Cette  limite  du  rapport  j  se  nomme  la  derivee  de  la 

fonctionj^  par  rapport  a  x.  Si  cette  fonction  j  est  represen- 
tee par  F(a:),  on  represente  la  derivee  par  F'  [x),  Ainsi 
dorenavant  la  signification  de  cet  accent  sera  definie,  pour 
toute  fonction  F,  par  Tequation  suivante  : 

.  lim.     ^  ; ^—^  =F'  ix). 

h  ^'  ' 

En  employ  ant  cette  nouvelle  denomination,  nous  pouvons 
done  dire  que  le  probleme  des  tangentes  est  ramene  a  la  deter- 
mination de  la  derivee  d'une  des  coordonnees  par  rapport  a 
I'autre  •,  et  que  dans  un  systeme  de  coordonnees  rectilignes  le 
coefficient  dHnclinaison  de  la  tangente  sur  Taxe  des  abscisses, 
est  la  derivee  de  I'ordonnee  par  rapport  a  Pabscisse. 

Les  derivees  ont  beaucoupd'autres  usages  que  la  determi- 
nation des  tangentes  \  nous  nous  bornerons  en  ce  moment  a 
quelques  remarques  tres-simples.  Si  nous  representons  , 
pour  abreger,  par  A  Taccroissement  de  F(a:),  correspon- 
dant  a  Taccroissenent  h  donne  a  x,  on  aura 

lim.^  =  F'(x), 

k    . 
et  par  consequent- dif fere  de   F'(a:)  d'une  quantite  qui 
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lend  vers  zero  en  in^me  temps  que  /« ;  la  designant  par  w  , 
on  aura 

h 
d'ou 

/-  =  h{¥'{x}  -f. «]  =  AF' (^)  -+-  >i 0), 

quel  que  soil  le  signe  de  A. 

'  Ainsi  hV(x)  nedifffere  de  /rque  d'une  quantite  inlini- 
ment  petite  par  rapport  a  houkJi'^  done  on  pourra  subsii- 
tuer  hF'(x)  h  k  loiites  lesfois  que  h  sera  iin  des  termes 
d'un  rapport  ou  d'une  somme d* infiniment  petits^dpnt  on 
cherchera  la  liniite.  Remarquons  que  AF'  [x)  est  Taccrois- 
sement  de  rordonnee  de  la  tangente  pour  I'accroissement 
h  de  l^abscisse.  Done  Aoo  est  la  difference  des  ordonnees  de 
ia  courbe  et  de  la  tangente;  elle  est,  comnie  on  le  voit, 
infiniment  petite  par  rapport  a  Taccroissement  mdme  de 
Tordonn^e;  et  il  faut  remarquer  quel'ordonnee  peut  avoir 
une  direction  arbitraire  pourvu  que  ce  ne  soit  pas  celle  de 
la  tangente  elle-meme,  sans  quoi  F'  (  j:)  ne  serait  pas  une 
quantite  finie  et  les  formules  precedentes  ne  subsisteraient 
plus.  D  resulte  de  la  une  grande  simplification,  parce  que 
la  quantite  ft)  serait  en  general  tris-compliquee ;  et  en  ne- 
gligeant  la  quantity  Aw,  il  n'en  resulte  aucune  erreur  dans 
les  li mites  des  sommes  ou  des  rapports. 

72.  La  derivee  d'une  fonction  peut  servir  a  reconnaitre 
dans  quel  sens  varie  celte  fonction  a  partir  d'une  valeur 
quelconque  de  la  variable  dont  elle  depend  5  ce  qui  est  sou- 
vent  utile.  En  effet,  en  designant  toujours  par  A  et  A  les 
accroissements  correspondants  de  a:  et  F  (x),  nous  avons 
trouv^ 

0)  etant  infiniment  petit  en  m^me  temps  que  h. 
Or  si  P  {x)  n'est  pas  nul  pour  la  valeur  a:  que  Ton  con- 
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sidere,  ci)  ayanl  pour  limite  zero,  finira  par  ^trc  constam- 
ment  au-dessous  de  F'  (x)  et  le  facteur  F'  (.r)  -h  w  sera  de 
m^me  signe  que  F'  (x).  Done  k  sera  de  m^me  signe  que  A, 
si  F'(x)  est  positif,  ct  de  signe  contraire  s'il  est  negatif. 
Ainsi  une  fonction  croit  dans  le  m^me  sens  que  la  variable 
pour  toutes  les  valeursde  x  qui  rendent  sa  derivee  positive^ 
et  en  sens  contraire  pour  celles  qui  la  rendent  negative. 

On  reconnait  encore  facilement  que  de  deux  fonctions  de* 
X  celle-la  croit  le  plus  rapidement  avec  x  dont  la  derivee 
est  algebriquement  la  plus  grande. 

En  effet,  soient  les  deux  fonctions  F  (x)^f(x)'^  k  et  I 
leurs  accroissenients  correspondants  a  Faccroissement  h 
de  X]  on  aura 

0)  et  oa'  etant  infiniment  petits  avec  A.  On  tire  de  la 

et  puisque  I'on  suppose  F'  (x)  — f^  (x)  different  de  zero, 
le  second  membre  finira  par  ^tre  de  m^me  signe  que 

A[F'(x)-/'(x)]. 

Ainsi  en  supposant  F'  [x)  ^f  [x)  on  aura  k'^lsi  h  est 
positif.  Mais  si  A  est  negatif,  on  aura  A  <^  /. 

Dans  tout  cequi  precede  il  s'agitdes  valeurs  algebriques, 
et  non  des  grandeurs  absolues. 

73.  Nous  avons  vu  que  le  rapport  fixe  .^^ — ^  etait  tou- 

jours  compris  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  rap- 

ports  -5  quelque  pres  qu'ils  soient  de  leurs  limites,  et,  par 

consequent,  que  ce  rapport  fixe  etait  compris  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  de  ces  li mites,  qui  sont  les  diffe- 
rentes  valeurs  que  prend  la  derivee  F'  (x)  quand  x  passe 
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deXo  a  X.  Si  done  lafonction  P  (x)  est  continue,  c'est-a- 
dire  si  elle  ne  pent  passer  d'line  valcur  k  une  autre  qu  en 
passant  par  toutes  les  intermediaires,  il  y  aura  entre  Xo 
et  X  une  certaine  valeur  de  x  qui  rendra  F'  (a:)  egal  a  la 

quantite  intermediaire  - —    •  Designant  cette  valeur  de  x 

par  Xi ,  on  aura  ainsi 

Y-7o 


X  —  X, 


=  F'(x.),     ou     Y-/o  =  (X  — :p.)F'(xO, 


ce  qui  revienta  dire  qu'enlre  les  points  de  la  courbe,  dont 
les  coordonnees  sont  Xq^  Jq  et  X,  Y,  il  en  existe  un  ou  la 
tangente  est  parallele  a  la  corde  qui  joint  les  points  ex- 
tremes. 

Remarque.  —  Cette  formule  presente  evidemment  celte 
proposition  importante  demon  tree  tout  a  Theure,  et  que 
nous  enoncerons  specialement : 

Une  expression  dont  la  derii^ee  par  rapport  a  x  est 
nulle^  quel  que  soit  x,  est  necessairement  constante^  c*est~ 
a-dire  independante  de  x. 

74.  L'^quation -7  =  F'  (x)  H-codemontree,  quelle  que 
soit  la  fonction  F,  pent  se  meltre  sous  la  forme 

M  designant  une  fonction  finie  de  x  et  de  A  qui  tend  vers 
F  (a:)  quand  h  tend  vers  zero. 

Si,  dans  celte  fonction  M,  on  changeait  x  en  x -|-  /ij,  elle 
subirait  un  acck*oissement  qui,  d^apres  la  proposition  g^ne- 
rale,  serait  de  la  forme  Mi  ^i,  Mi  designant  une  fonction 
dex, h  et  /ii  qui  reste (inie,  quelque  petits  que  soient  heihi. 
Si  Ton  designe  par  ki  Taccroissementque  subit  alors  k^  on 
aura 
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Si  dc  meme  on  change  x  enx  -hhf  dans  Mi,  il  croitra 
d'une  quantite  de  la  forme  M2  h^^  M^  etant  une  quantitc 
finie  dependante  de  x^  A,  /ii,  hf\  designant  par  ft,  Taccrois- 
sement  de  i^^  on  aura  ainsi 

Atj  =  M3  hki  hi. 

Et  Ton  pourrait  coniiuuer  de  m^me  indeiiniment. 

Si  Ton  suppose  que  les  accroissements  successifs  donnes 
a  X  soient  egaux,  on  aura 

et  ainsi  de  suite  indefiniment. 

On  arriverait  ainsi  a  cette  proposition  generate  : 
Un  accroissement  d*un  ordre  quelconque  d'une  fonc" 
twriy  correspondant  a  un  accroissement  constant  a  chaque 
operation y  et  inftniment  petit  du  premier  ordre ^  de  la  v/i- 
riable  dont  elle  depend^  est  un  in/iniment  petit  dun  ordre 
egal  au  nombre  de  ces  operations. 

75.  Ces  accroissements  de  diflferents  ordres  peuvent  faci* 
lement  ^tre  representes  geomelriquement  par  la  considera- 
tion de  la  courbe  dont  x  eiy  seraient  les  coordonnees. 

Soient  M  [fig^  29)  un  quelconque  de  ses  points, 

^  =  PP'  =  P'  P"  =  P"  P^'^r ..., 

M',  M",  M''',  etc.,  les  points  de  la  courbe  correspondanls 
aux  points  P,  F',  F",  etc.  En  prolongeantia  corde  MM' 
jusqu'a  I'ordonnee  suivante  en  I,  on  aurait,  en  menant 
MH,  M'  H',  etc.,  parallels  a  AX, 

Mais  M"H'  n'est  autre  chos^  que  Faccroissement  de  y  en 
partant  A.ex-\-  h\  done  il  est  ce  que  devient  h  quand  ou  y 
change  a:  en  X -I- A,  el,  par  consequent,  M''H'  —  M'H  ou 
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—  IM''  sera  raccroissemenl  de  /r,  que  nous  avons  design^ 
par  Aj . 

Sil'on  prolongeait  maintenant  M'M"jusqu'a  Tordonnee 
suivante,  on  aurait  un«  ligne  correspondanle  a  IM",  qui 
serait  la  valeur  de  Ati,  dans  laquelle  on  changerait  x  en 
x-l-A,  puisqu'on  ferait  les  mfemes  operations  en  partant 
de  M',  que  Ton  avait  faites  en  partant  de  M.  On  aurait 
done  Taccroissement  dc /T]  ow.k^^  en  retranchant  ces  deux 
ligDes  en  les  affectant  du  signe  convenable,  et  Ton  forme- 
rait  ainsi  les  accroissements  des  divers  ordres  successifs. 

On  pourrait  prendre  une  autre  representation  geome- 
trique  d'une  fonction  et  de  ses  diiFerences  successives 
Jr,  A'lj/irj,...  :  par  exemple,  supposer  que  x  repr^sente  la 
longueur  de  Tare  d'une  courbe  et  j  le  rayon  vecteur  cor- 
respondant,  ou  Tinclinaison  de  la  (angente,  ou  toute  autre 
grandeur  dependante  de  la  longueur  x  de  Tare  5  on  ferait 
croitre  Tare  par  degr^s  ^gaux  entre  eux,  et  Ton  considere- 
rait  les  valeurs  correspondantes  de  j  sur  lesquelles  on 
ferait  les  operations  que  nous  venons  d'indiquer  dans  le 
systeme  de  coordonnees  rectilignes ;  mais  les  representa- 
tions geom^triques  seraient  beaucoup  moins  simples. 

Du  pfvbleme  reciproque, 

76.  Dans  ce  qui  pr^c&de,  nous  avons  suppose  que  tons 
les  points  d'une  courbe  etaient  donnes,  soit  par  une  equa- 
lion,  soit  par  un  mode  quelconque  de  generation,  et  nous 
nous  proposions  de  trouver  la  tangente  en  un  quelconque 
de  ces  points.  On  pourrait  reciproquement  se  donner 
Tequation  generale  ou  un  mode  de  generation  de  toules  les 
tangentes  a  une  courbe  inconnue,  et  se  proposer  de  deter- 
miner le  point  de  la  courbe  qui  se  trouve  sur  une  quelcon- 
que de  ces  tangentes.  Ce  problime  inverse  se  resoudra  au 
moyen  de  la  remarque  suivante. 

Le  point  de   contact  d'une  tangente  a  une  courbe  quel- 
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jconque  est  la  limiie  dc  son  point  de  rencontre  avec  une 
tangenlc  infinimcnt  voisine. 

Soient,  en  effet,  TMT'  [fig*  3o)  une  tang^nte  fixe,  M 
3on  point  de  contact,  M'  un  point  de  la  courbe,  infiniment 
voisia  de  M^  UM'  la  tangente  en  M'  et  I  son  point  de  ren- 
contre avec  T'T.  La  corde  MM'  tend  vers  zero  lorsqiie  M' 
tend  vers  sa  limite  M,  et  c'est  le  plus  grand  cole  du  triangle 
MIM';  car,  d'apres  la  definition  de  la  tangente,  la  secante 
MM'  tendant  vers  zer6  fait  avec  la  tangente  en  M  ou  M^  un 
angle  dont  la  limite  est  zero;  Tangle  I  oppose  a  MM'  tend 
done  vers  deux  droits,  etle  c6te  MM',  oppose  an  plus  grand 
angle,  est  le  plus  grand  du  triangle.  La  distance  IM,  plus 
petite  que  MM',  tend  done  vers  zero;  et,  par  consequent, 
le  point  fixe  M  est  la  limite  du  point  de  rencontre  I  de  la 
tangente  en  M  avec  une  tangente  infiniment  voisine. 

De  la  resulte  la  solution  du  probleme,  qui  consiste  a  de-^ 
duire  tous  les  points  d'une  courbe  de  la  connaissance  de 
toutes  ses  tangentes.  Pour  cela,  on  considerera  Tune  quel- 
conque  de  ces  dernieres,  et  Ton  cliercherjrsa  rencontre  avec 
une  tangente  voisine  d'apres  les  equations  connues  de  ces 
lignes,  ou  d'apres  la  loi  donnee  de  leur  construction ;  on 
determinera  la  limite  de  ce  point  lorsque  la  seconde  tan- 
gente s'approche  indefiniment  dela  premiere;  on  connai- 
tra  ainsi  le  point  de  la  courbe  qui  se  trouve  sur  une  tan- 
gente quelconque  :  le  probleme  revient  en  suite  a  une 
recherche  ordinaire  de  lieu  geometrique. 

II  estbien  certain  que,  si  Ton  admet  qu'il  y  ait  une  cpurbe 
tangente  au  systeme  des  lignes  donnees,  on  la  trouvera  par 
le  procede  que  nous  venous  d'indiquer.  Mais,  siFexistence 
de  cette  courbe  n'etait  pas  admise,  il  est  facile  de  recon- 
naitre  que  celleque  Ton  obtient  sera  effectivement  tangente 
a  toutes  les  droites  du  systeme  qui  auront  des  points  com- 
muns  avec  elle.  En  effet,  considerons  deux  dc  ces  droites 
tellesy  que  dans  le  passage  continu  dc  Tunc  a  Taiitrc  cha- 
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cune  rencontre  toujoui^  celle  qui  suit,  quelque  voisine 
qu'clle  en  soil  \  faisons  passer  iine  courbe  par  tous  les  points 
(le  rencontre  successifs  de  chacune  d'elles  et  de  celle  qui  la 
suit  a  un  intervalle  infiniment  petit ;  cela  peut  se  faire  d'uae 
infinite  de  manieres  :  il  suffira  que  la  forme  d'^uation- 
choisie  renferme  assez  de  constantes  indeterminces.  Or 
chaque  droite  est  coupee  par  celle  qui  la  precede  etpar  celle 
qui  la  suit  en  deux  points  qui  sont  d'autant  plus  pres  du 
point  du  lieu  limite,  que  les  droites  sont  plus  voisines^  la 
distance  de  ces  deux  points  ou  la  corde  interceptee  par  la 
(Iroile  dans  la  courbe  variable  peut  done  devenir  moindre 
que  toute  grandeur  donnee,  et,  par  consequent,  les  droites 
du  systeme  sont  aussi  voisines  qu'on  voudra  d'etre  tan- 
geutes  a  la  courbe  variable.  Done  enfin  la  limite  de  cette 
dcrniere,  oule  lieu  des  points  limites,  est  tangent  a  toutes 
les  droites. 

Cette  proposition  est  un  cas  particulier  d'une  plus  gene- 
rale  que  nous  traiterons  avec  plus  de  detail  par  la  suite. 
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CHAPITRE  Xm. 

APPLICATION    DES   M^THODES   PREC^DENTES    A 

QUELQUES   EXEMPLES. 


77.  Parabole.  —  En  la  rapportant  a  son  axe  el  a  la  tan- 
gente  au  sommct,  son  equation  est 

la  valeur  de  la  sous-tangente  TP  {^g*  3i)  a  pour  expres- 
sion, d'apris  la  formule  generale, 

h 
TP=7lira.  -. 

Pour  trouver  Hm.  y?  il  faut  exprimer  querequation  de  la 

A" 

courbe  est  satisfaite  par  x  -f-  A,^-f-  A,  ainsi  que  par  a:,  j  5 
ce  qui  donne 

et,  en  retranchant  les  termes  egaux, 

2  X-^H-  X''=:  2 ph. 

Divisant  par  A,  il  vient 

en  prenant  les  limites  des  deux  membres  divises  par  2 

Y=^  P  hni.  - 9      d  ou     hm.  -  =:  — 
A  k       p 
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Done 


P 

La  sous<^tangente  est  done  double  de  Tabscisse  du  point  de 
contact^  ce  qui  donne  une  construction  trfe-simple  de  la 
tangente. 

Si  au  lieu  de  la  sous-tangente  on  cherche  Tangle  MTX, 
on  aura 

tang  MTX  =  lim.  r  =  -• 

h      X 

De  sorte.  que  si  Ton  prend  PN  :=  p,  Tangle  cherche  sera 
egal  a  PMN ;  la  tangente  sera  done  perpendiculaire  a  MN. 
Cette  derniere  ligne  esi  done  la  normale,  et  la  sous-normale 
est  constante  et  egale  k  p\  ce  qui  donne  une  construction 
simple  de  la  normale,  et,  par  suite,  de  la  tangente. 

78.  Supposons  main  tenant  la  parabole  rapportee  k  sa  di- 
leclrice  et  son  foyer  F.  Les  coordonnees  seront  un  rayon 
vecteur  et  une  abscisse,  et  Tequation  sera 

p 

r  =  .r  -| • 

2 

On  aura  alors  k=zh^  et  en  prenant  deux  quantites  egales 
cjuelconques  PH,  MQ,  puis  elevant  en  H  et  Q  des  perpendi- 
culaires  a  AX,  FQ,  on  aura  un  point  S  de  la  tangente.  On 
voit  que  la  ligne  MS  partagc  en  deux  parties  Egales  Tangle 
de  FQ  avec  une  parallile  Mia  Taxe,  vu  Tegalite  des  deux 
triangles  SMQ,  SMI.  Cette  propriete  donne  une  autre  con- 
struction fort  simple  de  la  tangente. 

79.  tlllipse  et  hyperbole,  —  L' ellipse  rapportee  a  ses 
axes  a  pour  equation 
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Pour  avoir  la  limile  du  rapport  t'  on  remplacera  x  et  y 

paror-l-A,  r  ■+- A,  et,  en  retranchant  les  deux  equations, 
on  aura 

el,-  en  divisant  par  /«, 

k 
h 

Prenant  \^s  Hmites  de  tous  les  termes,  on  aura^  d'apres  Ic 
principc  fondaniental  des  limites, 


d'ou 


na^y  lira.  -7  -f-  2^^:c=o; 
n 


w  designanl  Tangle  de  la  tangente  avec  I'axe  des  x. 

Le  m^me  calcul,  fait  en  partant  de  1' equation  de  1 'hy- 
perbole a^y  —  h^ x^  =  —  a'A^,  donnerait  evidemment 

b^.7' 
tangw=  — ^. 

80.  Considerons  mainteuant  relHpsc  rapportee  a  sc» 
deux  foyers',  son  equation  sera 

r-H/-'  =  2rt, 
ct  Ton  aura 

Si  done  on  prend  suf  FM  prolonge  ( fig»  Sa)  uiie  quanlite 
arbitraire  MH;  que  de  IVl  vers  F'  on  prenne  une  quantite 
egale  MK^  qu'en  H  et  K  on  eleve  des  perpendiculaires  a 
FM,  F'M,  et  qu'on  joigne  leur  point  de  rencontre  S  au 
point  M,  on  aura  la  tangente  a  F ellipse.  II  est  evident 
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qu'ellc  partage  Tangle  HMP  des  Tayons  vecteurs  en  deux 
parties  egales. 
SHI  s'agissail  d'une  hyperbole,  on  aurait 

/  —  r  =  2  fl.     A*  =  //, 

ou  devrait  done  alors  porter  au  dela  de  M  une  longueur 
MK'=  MH  et  elever  en  H  et  R'  des  perpendiculaires  aux 
rayons  vecteurs,  puis  joindre  leur  point  de  rencontre  S'  au 
point  donne  M,  et  Ton  aurait  la  tangente.  On  voit  qu'ellc 
divise  Tangle  HMR'  en  deux  parties  egales. 

81.  Exemple  des  coordonnees  angulaires,  —  Conside- 
rons  main  tenant  le  systeme  de  coordonnees  on  un  point  M 
IJlg,  33)  est  determine  par  les  angles  a,  £,  que  les  droites 
inenees  de  ce  point  a  deux  points  fixes  A ,  B  forment  avec 
AB;  etprenons  Tequation  simple 

qui  represente  un  segment  capable  du  supplement  de  a,  et 
decril  sur  la  corde  AB.  On  aura  alors 

/•  =  —  A, 

et  Ton  devra  prendre  (n®  67)  deux  longueurs  MP,   MI, 

,1  MP       sin  a       MB  .  ,, 

telles,  que  rrr=  -: — 2  =  rrr>  ^^  construire  sur  elies  un  pa- 
'  ^       MI        sm  6       MA  ^ 

rallelogramme  MPSI;  la  diagona'le  MS  spra  la  tangente. 

Or  les  deux  triangles  A  MB,  MIS,  ayant  un  angle  egal  com- 

pris  entre  c6t^s  proportionnels,  sont  semblables  :  d'ou  il 

suit  que  Tangle  IMS  est  egal  a  a,  et  que  MSI  ou  TMA  est 

egal  a  S. 

La  tangente  fait  done  avec  chacun  des  c6tes  MA,  MB 

un  angle  ^gal  a  celui  que  Tautre  fait  avec  la  base  AB,  comme 

cela  est  evident  par  la  mesure  des  angles. 

8li.  Spirale  d* Archimedc.  —  Soient   OX  (^fig.  34)  la 
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direction  a  partir  dc  laquelle  on  coniple  les  angles  9 ;  O  le 
p6le,  M  un  point  quelconque  de  la  courbe,  OM  =  r^eta 
une  ligne  donnee  ]  F equation  de  cetle  courbe  est 

r=zaB; 

Wangle  OMT  de  la  tangente  avec  OM  estdonne  par  la  for- 
mule  generale 

tang  ft)  =  rhra.  -r* 
Or,  d'apres  Fequation  de  la  spirale,  on  a 

done,  w  etant  OMT, 

tang  OMT  =  -  =  0. 

Si  Ton  mine  la  normal e  MN  et  la  perpendiculaire  NOT 
a  OM,  les  lignes  OT,  ON  sont,  dans  le  systferae  des  coor- 
donnees  polaires,  la  sous-tangente  et  la  sous-normale  ;  dans 
le  cas  actuel,  on  aura 

6m' 

OT  =  r  ung  OMT  =  rG,     ON  =  -^  =  a. 

La  sous-normale  est  done  constante,  ce  qui  donne  une  con- 
struction bien  simple  de  la  normale  et,  par  suite,  de  la 
tangente. 

Le  rayon  vecleur  OM  augmentant  indefiniment  aved  0, 
etON  restant  constant,  Tangle  OMN  tend  vers  zero^  le 
rayon  vecteur  tend  done  indefiniment  a  etre  perpendicu- 
laire a  la  tangente,  sans  le  devenir  jamais. 

ArchimMe,  au  lieu  de  la  sous-normale,  avait  cherch^  la 
sous-tangente^  il  avait  demontr^  que  sa  longueur  etait 
egale  a  Tare  de  cercle  MR  d^crit  de  O  comme  centre  avec 
OM  pour  rayon,  et  termine  a  I'axe  OX,  ce  qui  n'est  autre 
chose  que  r0,  comme  nous  I'avons  trouve. 
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83.  Spirale  logarithmique.  —  L'equation  tie  cette  spi- 
rale  est,  en  designan'c  par  rn  une  ligne  donnee,  par  a  un 
nombre  que  nous  supposerons  plus  grand  que  T unite, 


e 

ma  • 


En  considerant  les  valeurs  negatives  de  B  comme  devant 
6tre  portees  en  sens  contraire  des  positives,  on  a  une  infi- 
nite de  spires  convergeant  vers  le  point  A  [Jig  35),  qu'ori 
nomme  pour  cela  asymptotique.  Les  valeurs  positives  de  B 
donnent  une  infinite  de  spires  qui  s'agrandissent  indefi- 
niiuent.  Pour  avoir  Tangle  AMT  de  la  tangente  avec  le 
rayon  vecteur  AM,  il  faut  chercher  la  limite  du  rapport 
des  accroissements  k  et  h  de  r  et  0,  et  diviser  /•  par  cette 
limite. 

Or  on  a 

k  a     fl* 1 


-=  ma^ 


h  h 

etnous  avons  fait  voir  (n**  36)  que  la  limite  d'une  expres- 
sion de  la  forme ?  lorsque  ii  tend  vers  zero,  est,        » 

u  *  log  e 

D  en  resulte  que  lim.  — 7 —  =  -p^ —  =  /«,  en  design  ant  par 
la  caracteristique  /  les  logarithmes  pris  dans  la  base  de 
Neper  5  et,  par  consequent,  Hm.  j  =  ma^  la. 

On  aura  done 

tang  AMT  =  7^  • 
La 

Ainsi  tous  les  rayons  partant  de  A  sont  egalement  inclines 
sur  la  spirale. 

Exemple  oil  ton  n^emploie  pas  V equation  de  la  courbe. 

84.  Cycloide,  —  D'apres  la  generation  de  cette  courbe, 
nous  avons  vu  {pP  37)  qu'il  fallait,  pour  en  avoir  un  point 
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quelconque  M  (fig^  1 1),  prendre  a  partir  dc  son  oiigine  A 
une  longueur  arbitraire  AT,  tracer  le  cercle  generalcur 
tangent  en  T  a  I'axe  AB  et  prendre  Tare  TM  egal  a  AT, 
Ces  deux  iignes  AT  et  TM  constituent  bien  un  systeme  de 
coordonn^es,  dans  le  sens  le  plus  general  du  mot,  et  I'equa- 
tion  de  la  courbe  serait  TM  =  AT;  mais  les  equations  se- 
raientsi  compliquees  en  Teraployant  pour  d'autres  courbes, 
que  nous  n'avons  pas  du  le  considerer  dans  les  methodes 
generales  exposees  precedemmeni. 

Nous  avons  vu  encore  que,  pour  passer  du  point  M  a  un 
autre  point  M',  il  suffisait  de  prendre  sur  le  cercle  TM  un 
arc  MI,  mener  par  I  une  parallele  a  AB  et  prendre 
IM'  =  MI. 

Cela  pose,  menons  les  cordes  MI,  MM';  la  tangente  en 

M  a  la  cycloide  sera  la  limite  de  la  direction  MM';  et  la 

limite  de  la  direction  MI  sera  la  tangente  au  cercle  TM. 

Mais  dans  le  triangle  MIM',  le  rapport  des  sinus  des  angles 

M'  I 
en  M,  M'  est  celui  des  c6l^s  MI,  IM'  ou-—-:  et   la    limite 

Ml 

de  ce  dernier  ne  sera  pas  changee  si  Ton  remplace  la  corde 

MI  par  Tare  de  cercle   sous-tendu,   dont  le  rappoi't  a  la 

HI'  I 

corde  a  pour  limite  Tunile.  Mais — -  =:  i  :  done  la  limite 

*  arc  MI 

du  rapport  des  sinus  de  M  et  M'  est  i,  et  par  consequent 

les  limites  des  sinus  sont  egalcs;  et  corame  Tangle  I  de  ce 

triangle  a  pour  limite  celui  de  la  tangente  en  M  au  cere  le 

avec  MS,  il  en  resulte  que  les  limites  des  deux  angles  IVl,  M' 

sont  egales  a   la  moitie  du  supplement  die  ce  dernier,  ou 

a  Tangle  UMQ.  Done  MU  est  la  tangente,  et  MT  la  nor- 

male. 

85.  Conchoide.  —  Supposons  que  d'un  point  donne  A 
(fig-  36)  on  mene  a  un  point  quelconque  M  d'une  courbe 
donnee  une  droite  sur  laquelle  on  porte  une  longueur  cons* 
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lante  MN,  on  formera  une  nouvelle  courbe^  on  propose  de 
lui  mener  la  tangente  NU  en  un  point  quelconque  N,  con- 
naissant  la  tangente  MT  au  point  correspondant  M  de  la 
premiere. 

Soient  M',  N'  deux  points  correspondants  des  deux 
courbes,  infiniment  voisins  de  M  et  N5  il  s'agit  d'avoir  la 
limite  de  la  direction  de  la  droite  NN';  decrivoDS  de  A 
comme  centre  les  arcs  MH,  NK;  comme  M'N'=  MN,  on 
aura  HM' =  KJN'.  Dans  les  triangles  rectilignes  MM'H, 
NN'K,  les  angles  H,  K  ont  pour  limites  des  angles  droits; 
Tangle  M'  a  pour  limite  TMA,  N'  a  pour  limite  UNA,  et 
c'est  ce  dernier  qu'il  faut  determiner. 

Or  on  a 

sin  ^'  __  NK        sin  W  __  MH 
sin  N  ~"  RN''      sinir—HMr^ 


d' 


ou 


sinN'    '^^^^..^ji^.May.Ati.m, 


sin  N    "  sin  M 
et  passant  aux  limites, 

tang  UNA  :  tang  TMA  : :  AN  :  AM. 

Connaissant  tang  UNA,  on  construira  facilement la  tan- 
gente NU. 

Lorsque  la  courbe  donnee  se  reduit  a  une  ligne  droite 
XY,  la  secondedevient  celle  qu'on  appielle  conchoide,  ima- 
ginee  par  NicomMe  pour  la  construction  du  probleme  des 
deux  moyennes  proportionnelles.  Dansce  cas,  Tangle  TMA 

AB 

{Jig.  37)  est  XMA,  et  sa  tangente  est  -—9  AB  etant  perpen- 

diculaire  sur  XY.  La  proportion  pr^cedente  devient  alors 


AB 
langUNA  :  ^irr  X  AN  :  AM  *:  AQ  :  AB; 
BM 


8 
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d'ou 

tang  UNA  =  g5. 

Si  done  on  prend  BE  =  AQ,  BME  sera  Tangle  cher- 

ch^  UNA. 

86.  Cyssoide.  —  Soient  AB  [fig*  38 )  le  diamitre  d'un 
cercle  donne ;  BU  sa  tangente  en  B  \  AV  une  secante  quel- 
conque  partant  de  A.;  M  son  point  de  rencontre  avec  le 
cercle.  Si  Ton  prend  VN  =  AM,  le  lieu  des  points  N  est  la 
cyssoide  de  Dioclhs^  que  ce  g^om^tre  d'Alexandrie  ima- 
gina  encore  pour  le  probl^me  des  deux  moyennes. 

Soit  la  secante  infiniment  voisine  AM'N'V'5  NK'  sera 
la  secante  a  la  cyssoide,  et  sa  limite  sera  la  tangente  cher- 
ch^e.  • 

Decrivons  de  A  comme  centre  les  arcs  de  cercle  M'H, 
NI,  VK^  le  point  en  passant  en  N'  se  sera  ^loigne  de  A  de 
la  quantity  KV'-f-MH,  puisqu'on  porte,  a  partir  de  Tex- 
tr^mit^  V  qui  s'est  ^loignee  de  la  quantite  de  KV,  une  lon- 
gueur moindre  que  AM  de  MH. 

Dans  le  triangle  rectiligne  NIN'  Tangle  I  tend  vers  un 
angle  droit,  et  par  consequent  les  deux  autres  N,  N'  vers 
des  limites  compl^mentaires ;  il  en  sera  de  m^mc  dans  les 
triangles  MM'H,  NN'I,  en  H  et  K.  Or  on  a 

sin  N  _  ly^  _  HM  4-  KV     HM__  HM    »fH_HM^  AM[. 
sinN'""IN  ~        iN        '    IN  ""M'h'   IN   ""M'h' AiN  ' 

KV'_KV[  KV^kY  AV 
IN  ""KV    IN  ""KV    AN* 

Consid^rons  maintenant  les  triangles  rectilignes  M'HM, 
KW,  et  representons  leurs  angles  par  la  seule  lettre  du 
sommet',  on  aura 

HM  _  sin  M^      KV^  _  sin  V 
M'H  "■  sin  M  '     KV  ""slilr"' 
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Cela  pose,  d^signons  par  o)  la  limite  de  FaDgle  N',  ou 
Tangle  de  la  tangente  k  la  cyssoi'de  avec  son  rayon  vecteur 
AN,  et  par  0  Tangle  MAB;  nous  trouverons  immediate- 
ment,  en  passant  aax  limites, 

AM         ^       AV  ^       (AM-f-AV)    MB 

ce  qui  se  construira  facilement.  , 

87.  Quadratrice.  —  Soienl  A  (^g.  39)  le  centre  d'un 
cercle,  CB  un  quadrant.  Supposons  un  rajon  qui  se  meuve 
uniformement  de  AB  en  AC,  et  une  ligne  qui  se  meuve  pa- 
ralUlement  a  AB  d'un  mouvement  uniforme,  en  partant  de 
ceite  premiere  position  en  m&me  temps  que  le  rayon  mobile 
et  arrivant  en  m^me  temps  que  lui  en  C  ;  les  intersections 
successives  de  ces  deux  lignes  mobiles  forment  un  lieu  qu'on 
nomme  la  quadratrice :  elle  porte  le  nom  de  Dinostrate^ 
soitque  ce  geomitre  Fait  imaginee,  soit  seulement  qu'il  Tait 
appliquee  a  la  quadrature  du  cercle. 

Cela  pos^,  proposons-nous  de  mener  la  tangente  en  un 
point  quelconque  M  de  cette  courbe.  SoitM'un  point  infi- 
niment  voisin,  de  la  m^me  courbe;  il  s^agit  de  trouver  la 
limite  de  la  direction  MM',  ou  la  limite  de  Tangle  M'MP. 
Abaissons  M'l  perpendiculaire  sur  MP.  D'apr^s  la  loi  du 
mouvement  angulaire  de  AN,  et  du  mouvement  de  trans- 
lation de  PM ,  on  aura  la  proportion 

M'AM : - :: p'p :  ac  :: mi :  AC. 

Or 

M'I  =  M'MsinM'MI, 
sin  M'AM 


M'M  =  AM 


^Wa^^^^ 


sin  AM'M  ' 


8. 
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done 

Wl          AM  sin  M' Ml 

sinM'AM""    sin  AM' M 

Prenons  les  limites  des  deux  membres.  On  pourra,  sans 
changer  celle  du  premier,  remplacer  le  sinus  par  Tangle, 
€t,  d'apr^s  la  premiere  proportion,  on  irouve  pour  resul- 
2  AC 


tat 


TT 


Designons  par  o)  la  limite  de  Tangle  M'MI,   celle  de 
AM'M  sera  PMN  —  w,  et  Ton  aura 


sin  oi  2  AG 


sin(PMN  — «)       IT  AM 

Cetle  equation  donne  immediatement  la  valeur  de  taug  co. 
Mais  elle  fournit  aussi  une  construction  simple  de  la  tan- 
gen  te,  puisque  cette  ligne  divise  Tangle  connu  PMN  en 
deux  parties  dont  le  rapport  des  sinus  est  connu  et  egal  a 
celui  du  cercle  au  quart  de  sa  circonference.  II  suffit  de 
determiner  un  point  dans  cet  angle  tel ,  que  le  rapport  des 
perpendiculaires  abaissees  de  ce  point  sur  les  deux  c6les 
de  Tangle  soit  celui  de  deux  lignes  donnees,  ce  qui  n'offre 
aucune  diflSculte. 

La  solution  de  ce  probl^me  depend,  comme  on  le  voit, 
du  rapport  de  la  circonfierence  au  diametre,  on  de  la  qua- 
drature du  cercle, 

Lorsque  le  rayon  AN  a  decrit  un  angle  droit,  il  est  evi- 
dent que  le  point  M  se  trouve  en  C  j  Tangle  PMN  devient 
droit  el  Tequation  ci-dessus  devient  ^ 

2 

tang  w  =r  -  5 

It 

ce  qui  donne  la  direction  de  la  tangente  en  C. 

Si  Ton  Youlait  connaitre  la  position  de  M  au  moment  du 
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depart,  ou les  deux  droites  mobiles  se  confondent  avec  AB, 
ilfaudralt  chercher  la  limite  de  AM  quand  Tangle  NAB 
tendrait  vers  zero.  Or  on  a,  pour  un  point  quelconque  du 
lieu,  en  designant  Tangle  NAB  par  9  et  AM  par  r, 

2AC      0 


r= 


It      sinG 


La  limite  de  r  est  done \  et,portant  cette  valeurde  A 

CD  S ,  le  point  S  appartiendra  a  la  cysaoi'de. 

Exemples  de  la  determination  des  points  d*une  courhe 

parses  tangentes. 

88.  l^^  ExEMPLE.  —  On  donne  deux  points  fixes  B,  C 
{fig\  4o)  sur  deux  droites  indefinies  AX,  AY.  Une  droite 
MN  se  meut  de  mani^re  que  Ton  ait  constamment  la  pro- 
portion BM  :  MA  : :  AN  :  NC.  Trouver  la  courbe  a  laquelle 
die  est  constamment  tangente. 

Pour  cela  on  cherchera  : 

1°.  La  limite  du  point  de  rencontre  d*une  quelconque  de 
ces  droites  avec  les  droites  infiniment  voisines ; 

2^.  Le  lieu  de  ces  points  limites,  pour  toutes  les  positions 
(leMN. 

1°.  Soient 

AC  =  fl,     AB  =  6,     AN=ra,     AM  =  p, 
on  aura,  pour  toutes  les  positions  de  MN  , 
N  b  —  vlvy.ula—Uy     d'ou     av-^-bu^zab^ 

et  pour  la  position  M'N',  on  aura 

fl (t>  — .  M' M)  4- 6(«  +  NN')  =  flf* ; 

d'ou  resulte 

M'M       b 

NN'       a 
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€t  le  point  Cy,  limite  de  O,  sera  determine  par  la  limite  du 

MO 
rapport—. 

Si  par  M'  on  m^ne  une  droitc  M'l  parallile  a  AX ,  la 

limite  depr=  sera  precisemenl  la  m^me  que  celle  de  jrrz  ou 

rr7=^  •,  el  Ton  aura  cette  suite  d'egalites 

10        M'l       M'l    M'M      u  b 


:«'     »■  ■     r  ■    ■  I 


ON       NN'      M'M   NN'        9   a 
Done 

MO^  _  bu 

2^.  Les  coordonn^es  x,  y  du  point  CV  ainsi  determine, 
satisferout  aux  proportions  suivantes  : 

x\  u  —  J?::  ba  :  av 

et 

p — y.yy.xiu  —  x,     ou     uy  -^px=:uv, 

Eliminant  u  et  v  entre  ces  deux  equations  ^  ia  premiere 
ni^-f-  &os=  ab^  on  trouve  pour  ^nation  du  lieu 

(ax — bar — abY  =  ^ab^x 
ou 

(af^^hxY —  no*  by  —  2«6*j:-h«*^*=o, 

ce  qui  determine  une  parabole  tangente  en  B  et  C  aux  deux 
droites  AY,  AX, 

89.  2*  ExEMPLE.  — ^  Une  droite  i^obile  NN  coupe  deux 
droites  fixes  AX,  AY  de  telle  sorte,  que  AM^- AN  soit  egale 
a  une  constante  a.  Trouver  la  courbe  a  laqueUe  elle  est 
eonstamment  tangente. 

Si  Ton  pose  AN  =rM,  AM=  v^  la  condition  donnec  sera 
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exprim^  par  Tequatioii 

La  droite  MN  est  done  determinee  par  une  equation  qui 
n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  pr^dente,  et  eorrespond 

La  solution  de  la  question  proposee  s*obtiendra  done  en 
faisant  &  =  a  dans  celle  de  la  pr^c^dente,  ce  qui  donnera 

90.  3*^  ExEMPLE.  —  La  droite  MN  (fig.  4')  sc  meut  de 
telle  sorte,  que  le  triangle  AMN  qu'elle  determine  par  ses 
intersections  avec  les  lignes  donn^es  AX,  AY^  ait  une  aire 
constante;  on  demande  la  courbe  a  laquelle  elle  est  cons- 
tamment  tangente. 

Pour  cela,  il  faudra  d'abord  determiner  la*limite  I  du 
point  ou  cette  droite ^  dans  une  quelconque  de  ses  positions, 
est  rencontree  par  une  droite  qui  s*en  approche  indefini- 
ment,  en  satisfaisant  constamment  a  la  condition  de  I'aire 
invariable  ;  et  ce  point  I  <$tant  connu,  pour  une  position 
quelconque  de  MN,  on  cherchera  le  lieu  de  ces  points, 
pour  toutes  les  positions  de  cette  droile. 

1°.  Soit  O  I'intersection  de  la  droite  MN  par  une  autre 
infiniment  voisineM'N'. 

Les  deux  triangles  MOM',  NON'  seront  equivalents,  et 
comme  ils  ont  Tangle  ^gal  O,  on  atira 

MO.M'0=NO.N'0, 

et  passant  a  la  limite, 

Le  point  I  est  done  le  milieu  de  MN. 
2°.  Pour  avoir  le  lieudes  points  I  relatifs  a  toutes  les  po- 
sitions que  prend  IVIN,  en  supposant  que  le  triangle  AMN 
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soil  constant,  ou  que  Ton  ait  AM  .  AN  =  m* ;  soient  JC,  y 
les  coordonnees  de  I,  on  aura 

AM  =  2jr,     AN  =  2  j:, 
et  par  suite 


/w» 


4  -ry  =  m'      ou     .Ty  =  -j-  • 

Le  lieu  est  done  une  hyperbole  ayanl.  pour  asymptotes 
AX,  AY. 

91 .  4^  ExEMPLE.  —  Une  droite  MN  (fig-  4^),  qui  a  une 
longueur  constat! te  m,  se  meul  de  maniere  que  ses  extre- 
mites  restent  sur  les  c6tes  d'un  angle  droit  YAX;  on  de« 
mande  la  courbe  a  laquelle  elle  est  toujours  tangente. 

Soit  M'N' une  position  iniiniment  voisine  de  MN,   ces 

lignes  se  coupent  en  O,  et  il  s'agit  de  trouver  la  limite  Ide 

ce  point.  On  la  connaitra  si  Ton  determine  la  limite  du 

MO  MI 

rapport  j^  >  qui  ne  sera  autre  que  —  • 

Si  de  O,  comme  centre,  on  d^rit  les  arcs  de  cercle 
M'H,  NK,  on  aura  MH=  KN',  puisque  M'N'  =  MN;  et 

comme  le  rapport   —  a  evidemment  la  m^me  limite  que 

;r;r;  9  il  suffit  de  counaltrc  cette  demiire  qui  est  la  m^me, 
ON  .   ^ 

d'apres  les  triangles  semblables,  que  celle  du  rapport  des 

cordesM'H,  NK.  Orce  dernier  est  facile  a  obtenir  aumoyen 

des  triangles  rectilignes  iniiniment  petits  MM'H,  NN'K. 

Si   Ton  designe  leurs  angles  par  la  lettre  du  sommet,  on 

aura 

Jil'H_sin_M        NK  _  sin N^ 

MH  "~  sin M''      KN' ""  "smN"' 

d'oii 

sinM     sinN' 


M'H :  NK :: 


sin  M'  *  sin  N 
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Mais  les  angles  H  et  K  ayant  pour  limite  des  angles  droiUj 
les  limites  des  angles  aigus  sont  complementaires.  Ainsi 
la  limite  de  M'  est  le  complement  de  M  ^  d'ailleurs  la  li- 
mite de  N'  estMNA^  done  la  limite  de  N  sera  complement 
de  MNA.  De  sorte  qu'en  egalant  les  limites  des  rapports  de 
la  derniere  proportion,  on  aura 


NK        tang  MNA  ^       ' 


done 


MI_  AN 

Ceci  donne  une  construction  facile  du  point  I^  car  si  on 
abaisse  de  A  une  perpendiculaire  AP  sur  MN,  le  rapport 

des  deux  segments  NP ,  PM  elant  — -  sera  egal  a  —  et , 

AM  ^^ 

par  consequent,  NI  =  MP;  le  point  P  determine  done  im- 
mediatement  le  point  I  du  lieu  cherche. 

L' equation    precedente    donne  ,    en    remarquant  que 

AN  V  Am'=  /n»  et  MI  +  IN  =  m, 

-._      AN        „^       AM 
MI=: 5      NI== 9 

m  m 

d\)u  il  est  facile  de  deduire  les  coordonnees  x,  j  du  point 
M,  car  on  a 

—  —  ^      ^_NI 
AN"~^\    AM"""^' 

done 

an'         am' 

n  Von  aura  Tequation  cntrc  :r,  j  en  eliminant  AM,  AN 
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entre  ces  deux  Equations  et  la  suivante  AM -f- AN  =  m'. 
On  trouve  immediatement 

2.  L  L 

qui  est  Tequation  du  lieu  demande. 

92.  II  peul  se  faire  que  les  considerations  g^ometriques 
soient  moins  commodes  que  le  calcul  alg^brique,  et  void 
la  marclie  qu'il  faut  suivre  alors. 

L'equation  generale  des  droitesdonnees  renfermeun  pa- 
ramitre  qui  change  de  Tune  a  I'autre.  Soil  a  ce  paramitrej 
cette  equation  sera  done  de  la  forme 

F  ety*  d^signant  des  fonctions  connues. 

Cliangeant  a  en  « •+-  A,  ou  aura  requation  d'une  droite 
voisine,  qui  sera 

X=zxF  {<i-hA)  -h/(«-f-A); 

I'abscisse  du  point  de  rencontre  sera  done  donnee  par  Fe- 
quation  suivante  : 

j:[F{a-\-h)-^F{a)]-h/{a-hh)—/{a)=zo, 

m 

II  faut  maintenant  faire  tendre  h  vers  zero  et  chercher  la 
limite  de  x\  ce  sera  Tabscisse  da  point  cherch^,  et  Tequa- 
tion  de  la  droite  fera  connaitre  par  suite  Tordonn^e. 

Mais  si  on  laissait  F equation  50us  cette  forme,  elle  n'ap^ 
prendrait  rien  en  prenant  les  limites  de  ses  deuxmembres, 
puisqu'on  ne  trouverait  autre  chose  que  o  =  o.  Le  plus 
ordinairement  il  est  facile  de  voir  les  reductions  qui  s'ope- 
rent  par  les  soustractidns  indiquees ,  et  on  reconnait  un 
facleur  commun  h  a  tons  les  termes*,  en  le  supprimant  et 
passant  aux  limites  des  deux  membres,  on  obtient  alors  la 
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valeur  limite  de  x.  Mais  rieii  ti'est  plus  facile  que  de  for* 
mulerle  r^ultat  en  g^n^ral.  En  effet,  si  Ton  divise  par  A 
tons  les  termes  de  la  derni^re  ^uation ,  et  qu'on  prenne 
ensuite  les  limites,  on  trouvera,  d'apris  la  definition  et  la 
notation  des  derivees  des  fonctions, 

Cette equation,  jointe  k  la  premiere ^  =  rF(a)  +/(^)9 
determine  les  deux  coordonnees  du  point  du  lieu,  et  T^qua- 
tion  du  lieu  lui-m^me  resultera  de  I'^limination  de  a  entre 
ces  deux  equations.  Si,  pour  la  facility  des  calculs,  on  ne 
reduisait  pas  a  lunite  le  coefficient  de  jr^  on  aurait  trois 
fonctions  de  a  au  lieu  de  deux,  et  Ton  procederait  d  une 
maniire  tout  a  fait  semblable. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  trait^  prec^demnient ,  ou 
les  droites  mobiles  jouissent  de  la  propriety  de  determiner 
sur  les  c6tes  d'un  triangle  YAX  des  segments  dont  la  somme 
soit  egale  a  une  constante  a. 

Si  Ton  d^signe  par  a  le  segment  de  Taxe  des  x,  Fautre 
sera  a  —  a,  et  I'equation  generale  des  droites 

ax  -h  (tf  —  a)  x=za[a  —  a) ; 

changeant  a  en  a  +  A,  il  vient ,  en  retranchant  les  deux 
equations  membre  a  membre, 

yh  —  xhz=ah  —  2  a  A  —  /i', 

ou,  en  divisant  par  A , 

Cette  Equation,  conjointement  avec  la  premiere,  deter- 
mine le  point  de  rencontre  qui  varie  avec  A.  On  aura  sa 
liiuile en  supposanl  A  =  o*,  ce  qui  reduit  la  secondc  equa- 
tion a 

y  —  x=:a —  2a, 
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et  Ton  voit  que  c'est  comme  si  Ton  avail  pris  les  d^rivees 
par  rapport  k  a  de  tous  les  termes  de  la  premiere. 

L'elimination  du  param^tre  a  entre  ces  deux  equations 
donne  Tequation  suivante  : 

etqui  est  celle  du  lieu,  et  coincide  avec  celle  qui  a  et^  trou- 
vee  dans  le  second  exemple.  Nous  gen^raliserons  ces  th^- 
ries  par  la  suite*,  nous  nous  ^carterions  de  notre  objet  en 
nous  y  arr^tant  plus  longtemps. 
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CHAPITRE  XIV. 

DE  LA  LONGUEUR  DES  LIGNES   COURBES,    ET    DE    L'aIRE 

DES   SURFACES   COURBES. 


93.  Longueur  ties  courbes,  —  La  notion  de  longueur  est 
UDe  dc  celles  qui  ne  sont  pas  susceptibles  de  definition; 
mais,  comme  nous  avons  deja  eu  plusieurs  fois  occasion  de 
le  dire,  ce  quMl  est  toujours  indispensable  dc  definir,  c^est 
Tegalite  et  Taddition  des  quantites  que  Ton  consid^re,  sans 
quoi  elles  ne  pourraient  donner  lieu  a  aucune  comparaison 
ni  a  aucun  raisonnement  precis. 

L'egalite  en  g^om^trie  se  definit  par  la  possibilite  de  la 
coincidence.  II  n'y  a  done  aucune  difficulte  a  se  faire  idee 
de  droites  egales  ou  d^arcs  egaux  dans  des  cercles  de  m^mc 
rayon.  L'addition  se  faisant  en  portant  les  lignes  a  la  suite 
les  unes  des  autres  dans  des  directions  arbitraires,  on  con- 
9oit  ce  que  c'esl  qu  une  ligne  brisee  double,  triple  d'une 
autre ,  et  en  general  dans  un  rapport  quelconque  avec  une 
autre  ligne  droite  ou  brisee.  II  en  est  de  m^me  pour  les 
arcs  de  cercles  de  m^me  rayon,  compares  entre  eux. 

Mais  quand  il  s^agit  de  lignes  courbes  quelconques  , 
legality  ne  pent  plus  exister,  la  superposition  etant  im- 
possible; il  pent  tout  au  plus  y  avoir  effuiualence,  Mais 
qu'est-ce  que  deux  arcs  equivalents;  et  en  particulier 
qu'est-ce  que  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  rapportee  a 
une  ligne  droite?  La  definition  generale  au  moyen  de  la- 
quelle  la  notion  de  longueur  est  ramenee  au  cas  de  la  ligne 
droite,  est  la  suivante  : 

La  longueur  rTun  arc  de   courbe  est  la  limite  vers 
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laquelle  tend  le  perimetre  d'un  poly  gone  inscrit  dans  act 
arc,  el  dont  les  coles  tendent  indefiniment  vers  zero, 

Mais  il  faut  demon trer  que  cette  limite  existe  et  est  uni- 
que, quelle  que  soil  la  loi  suivant  laquelle  les  c6tes  de  ce 
polygene  tendent  vers  zero.  Nous  pouvons  supposer  que 
Tare  soit  convexe  dans  toute  son  ^tendue ,  c'est-a-dire  nc 
puisse  ^tre  coupe  par  une  droite  en  plus  de  deux  points. 
SMI  en  etait  autrement,  on  le  partagerait  en  plusieurs  par- 
ties separement  convexes  :  il  en  sera  de  m^me  des  polygenes 
inscrits.  Cette  condition  n'est  nullemejit  indispensaUe, 
mais  elle  facilite  les  raisonnements. 

Cela  pose,  concevons  d'abord  quil  y  ait  deux  cordes 
egales  inscrites  dans  Taxe  convexe  que  Ton  considere;  puis 
inscrivons«en  deux  egales  dans  cbacune  des  deux  subdivisions 
de  cet  arc,  et  de  m&me  deux  ^ales  dans  cbacune  des  nou- 
velles  subdivisions,  et  ainsi  de  suite  indefiniment,  desorle 
que  le  nombre  des  cotes  soit  exprim^  par  la  for  mule  2",  n 
croissant  indefiniment.  Le  perimetre  croitra  constamment  *, 
et  comme  on  peutfacilementassigner  unequantite  finieau- 
dessous  de  laquelle  il  reste  toujours,  iL  tendra  evidemment 
vers  une  certaine  limite.  II  reste  a  d&nontrer  que  tout  autre 
mode  de  division  de  Tare  conduirait  a  la  m^e  limite. 

Considerons,  en  effet,  deux  polygenes  inscrits  ayant  les 
cdtes  extr&mement  petits,  Tun  appartenant  a  la  serie  que 
nous  venous  de  designer,  et  le  second  correspondant  a  toute 
autre  loi  d^nscription ;  menons  des  ordonn^s  par  tous  les 
sommets  de  Tun  et  de  T autre  :  les  deux  perimetres  serent 
partages  par  ces  ordonnees  en  un  m6me  nombre  de  parties, 
et  celles  qui  seront  comprises  entredeux  ordonnees  cense- 
cutives  onl  un  rapport  d'autant  pluspres  de  Tunit^,  que  les 
c6ies  seront  plus  petits;  car  leurs  directions  differeront 
infiniment  peu  de  celle  de  la  tangente  voisine.  D'ou  il  suit 
que  le  rapport  des  deux  perimetres  tend  indefinimcnl  vers 
Tunite  a  mesure  que  les  cotes  tendent  vers  zero.  La  limite 
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obtenue  parle  premier  mode  de  diTision  est  done  la  mSme 
que  pour  tout  autre. 

II  est  bon  d'observer  qu'on  trouverait  encore  la  m6me 
limite  si  les  sommets  du  polygone  n'etaient  pas  sur  la 
courbe  m&me,  mais  en  ^taient  infiniment  voisins,  et  que 
les  cdtes  eussent  toujours  pour  limites  de  leurs  directions 
celles  des  tangentes  aux  points  infiniment  voisins.  On 
pourrait  encore  considerer  des  polygones  circonscrils  a  la 
courbe;  on  pourrait  m^me  prendre  une  suite  de  Iignes  s^pa- 
rees  les  unes  des  autrcs.  Imaginons  ,  par  exemple,  des 
parallMes  qui  coupent  Tare  de  courbe  et  soieut  infiniment 
voisines  les  unes  des  autres  •,  si  par  chaque  point  de  divi- 
sion on  m^ne  une  tangente,  la  suite  discontinue  des  por- 
tions de  ces  tangentes  comprises  entre  le  point  de  contact 
et  la  parall^le  voisine  aura,  d'apris  les  raisonnements  pre- 
cedents, la  m&me  limite  que  le  perimetre  inscrit.  Ce  pro- 
cede  a  ete  employe  par  Fermat.  On  trouverait  encore  bien 
d'autres  mani^res  de  parvenir  h  la  meme  limite  par  des 
sommes  de  Iignes  droites  ^  la  seule  condition  necessaire 
est  que  ces  sommes  et  les  perim^tres  inscrits  se  composent 
d' elements  correspondants  dont  le  rapport  ait  T unite  pour 
limite. 

Remabque.  —  Tout  polygone  circonscrit  h  un  arc  de 
courbe  coni^exe  est  plus  grand  que  cet  arc.  Car  si  «ntre 
deux  points  de  contact  consecutifs  quelconques  on  mene 
une  tangente,  il  en  resultera  un  polygone  circonscrit  d'un 
p^rimitre  moindre  que  le  precedent.  En  agissant  de  m^me 
pour  ce  nouveau  polygone,  et  ainsi  de  suite  indefiniment^ 
le  perimetre  de  ces  polygones  va  toujours  en  diminuant  et 
a  pour  limite  la  longueur  de  Pare.  Done  cette  longueur  est 
moindre  que  celle  du  polygone  circonscrit  quelconque  d'ou 
Ton  ^tait  parti.  Un  raisonnement  analogue  prouve  que  la 
longueur  de  Fare  est  plus  grande  q^^e  celle  de  tout  polj- 
gone  inscrit. 
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II  r^sulte  dc  la  que  tout  arc  coiivexe  est  moiudre  qu'uiK' 
ligne  quelconque  qui  I'enveloppe,  en  partant  des  m6mes 
extremites.  II  sufBt  en  elTet  de  concevoir  un  polygone  cir- 
conscrit  au  premier  arc  et  ayant  les  c6tes  assez  petits  pour 
n*aYoiraucun  point  commun  avec  le  second  et  un  polygone 
inscrit  a  celui-ci  et  qui  enveloppe  le  premier.  Ce  dernier 
sera  moindreque  celui  qui  Tenveloppe,  comme  on  le  prouvo 
dans  la  geometrie  elementaire;  done,  a  plus  forte  raison, 
Fare  inscrit  sera  moindre  que  Tare  circonscrit  au  plus  grand 
polygone. 

On  verrait  de  la  m^me  maniere  qu'une  courbe  convexc 
fermee  est  moindre  que  toute  ligne  qui  I'enveloppe. 

Voici  encore  une  remarque  qui  n'est  pas  sans  utilite. 
Soient  AB  (fig-  43)  un  arc  convexe  quelconque,  AC  une 
droite  menee  de  rextremite  A  et  ayant  meme  projection 
AP  sur  une  ligne  AU.  Si  toutes  les  tangentes  de  A  en  R 
forment  avec  AU  des  angles  aigus  plus  petits  que  CAU,  la 
longueur  AC  sera  plus  grande  que  celle  de  Tare  AB.  En 
effet,  si  Ton  concoit  un  polygone  circonscrit  a  AB  et  doni 
les  points  de  contact  extremes  soient  A  et  B,  il  sera  plus 
grand  que  Tare,  mais  il  sera  plus  petit  que  AC,  car  si  par 
tons  les  sommets  on  mene  des  paralUles  a  PBC,  les  parties 
dc  AC  comprises  entre  ces  parallel es  seront  plus  grand es 
que  les  c6tes  correspondantsdu  polygone,  qui  font  avec  AU 
des  angles  aigus  plus  petits;  la  ligne  AC  est  done  plus 
grande  que  Tare  AB. 

On  verrait  semblablenient  que  si  les  tangentes  en  tous 
les  points  de  A  en  B,  font  avec  AU  des  angles  aigus  plus 
grands  que  C'AU,  la  droite  AC  sera  plus  petite  que  Tare 
AB.  Car  on  pourrait  inscrire  dans  Tare  un  polygone  dont 
les  cotes  auraient  des  directions  assez  voisines  de  celles  des 
tangentes  pour  que  leurs  angles  avec  AU  fussent  plus  grands 
que  C'AU.  Ce  polygone  serait.alors  plus  grand  que  AC\ 
et,  a  plus  forte  raison,  Tare  AB  le  serait  aussi. 
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94.  ^ire  des  surfaces  courbes.  —  Nous  appellerons  aire 
(Tune  portion  de  surface  courbe^  la  limite  vers  laquelle 
tendcelle  d'un  poly^dre  inscrit  dont  les  faces  sont  infini^ 
ment  petites  dans  tous  les  sens, 

II  est  encore  necessaire  de  demontrer  que  cette  limite 
exisie^  et  est  unique  quelles  que  soient  la  figure  des  faces 
du  poly^re  et  la  loi  de  leur  d^croissement.  C'est  ce  que 
nous  allons  faire  rapidementr 

Pour  cela,  il  faut  admettre  la  notion  du  plan  tangent  a 
une  surface.  On  demon tre  dans  la  geometrie  el^mentaire 
que  toutes  les  tangentes  a  une  surface,  menees  par  un  quel- 
conque  de  ses  points,  sont  dans  un  meme  plan ,  et^  par 
suite,  que  si  par  ce  point  et  deux  autres  infiniment  voisins 
pris  sur  la  surface  et  non  en  ligne  droite  avec  lui,  on 
fait  passer  un  plan,  ce  plan  tend  vers  une  limite  deter- 
minee  a  mesure  que  les  deux  points  variables  se  rappro- 
chent  du  premier;  ce  plan  limite  qui  contieut  deux  tan<r 
gentes,  et  qui,  par  consequent,  ne  difl(fere  pas  de  celui  qui  est 
le  lieu  de  toutes  les  tangentes,  est  ce  qu'on  nomme  le  plan 
tangent.  Au  reste,  nous  reviendrons  plus  lard  sur  ce  sujet, 

Cela  pose,  concevons  deuxpolyedr^s  inscrits  dont  les  faces  * 
aient  des  dimensions  infiniment  petites,  Tun  faisant  partie 
(lela  premiere  serie  de  faces  triangulaires,  I'autre  d'une  se- 
rie  arbitraire.  Si  par  tous  les  c6t6s  de  ces  deux  polyMres  oij 
abaisse  des  plans  perpendicul aires  sur  un  in^mc  plan  fixe, 
les  faces  se  trouveront  decompos^cs  en  parties  planes  ayant 
des  projections  egales  sur  le  plan  fixe,  et  qui  seront,  par  con- 
sequent, en  tre  elles  en  raison  inverse  des  cosinus  des  angles 
que  leurs  plans  fonnent  avec  le  plan  de  projection.  Mais 
ces  plans  font  un  tres-petit  angle  entre  eux,  puisquils  ont 
des  directions  trfes-voisines  decelle  d'un  m^me  plan  tangent, 
et  la  limite  de  leur  angle  est  zero  5  done  la  limite  du  rapport 
(le  deux  parties  correspondantes  quelconqucs  des  deux  sur-» 
faces  polyedriqucs  est  runile;  done  si  Tuuc  des  surface^ 
lend  vers  une  limite,  Tautre  tcndra  vers  la  meme. 

!•  9 
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95.  Les  m^mes  raisonnements  prouveraient  que  I'airc 
d'un  polyMre  circonscrit  dont  les  faces  ont  des  dimensions 
tendant  vers  z^ro  a  la  m^me  limite  que  les  polyidrcs  in- 
scrits.  Et  il  n'est  pas  meme  necessaire  qu'il  y  ait  continuite 
dans  sa  surface;  on  pourrait,  par  exemple,  concevoir  deux 
series  de  plans  paralleles  infiniment  voisins  partageant 
la  surface  en  parties  infiniment  petites  dans  tons  les 
sens,  puis  par  un  point  pris  dans  chacune  de  ces  parties 
mener  un  plan  tangent  termine  aux  quatre  plans  entre  les- 
quels  se  trouve  le  point  de  contact.  La  surface  discontinue 
formee  par  Tensemble  de  ces  parallelogrammes  tangents 
aurait  encore  la  m^me  limite  que  toutes  les  precedentes,  et 
Ton  pourrait  encore  varier  beaucoup  la  loi  de  ces  surfaces 
sans  cesser  de  trouver  pour  limite  Taire  de  la  surface. 

IJ  suffit  done  de  demontrer  qu'au  moyen  de  Tun  de  ces 
procedes,  et  en  suivant  une  loi  particuliire,  choisie  a  vo- 
lonte,  on  tendrait  vers  une  limite  determine,  pour  qu'il 
soit  etabli  que  tout  autre  procede  et  toute  autre  loi  don- 
neraient  la  m6me  limite.  Or  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  faire 
voir. 

En  effet,  concevons  un  plan  tel,  qu'en  y  projelant  la 
surface  donnee  il  ne  se  trouve  pas  deux  de  ses  points  ayant 
m^me  projection,  ce  qui  est  toujours  possible  en  partageant, 
s'il  le  faut,  cette  surface  en  plusieurs  portions.  Supposons 
ensuite  une  serie  de  plans  paralleles  entre  eux,  perpendi- 
culaires  au  premier  et  distants  les  uns  des  autres  d'une 
quantite  infiniment  petite  a,  puis  une  seconde  serie  de 
plans  parallMes,  distants  les  uns  des  autres  d^une  quantite 
infiniment  petite  6,  perpendiculaires  au  premier  plan  de 
projection  ainsi  qu'a  ceux  de  la  premiere  s^rie.  La  surface 
se  trouvera  decomposee  en  parties  dont  la  projection  sera 
egale  k  aS\  et  si  en  un  point  d'une  de  ces  parties  on 
mine  le  plan  tangent  et  qu^on  designe  par  w  Tangle  qu'il 
fail  avec  le  plati  de  projection,  la  partie  de  ce  plan  com- 
prise entre  les  quatre  plans  infiniment  voisins  qui  partent 
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de  la  base  aS  aura  pour  mcsure •  Elle  sera  done  esale 

^  C08W  ^ 

au  volume  d'un  parallelipipMe  qui  aurait  m&me  base  aS  et 

pour  hauteur •  Si  done  a  chaque  point  de  la  surfaee 

cosw  *       '■ 

on  fait  correspondre  sur  la  meme  ligne  projetante  ua  point 

ayant  pour  ordonnee  z  = 9   on  engendrera  ainsi  une 

seconde  surfaee  dont  la  projeetion  sera  terminee  au  m^me 
contour.  Le  volume  eompris  entre  eetie  surfaee  et  le  cy- 
lindre  qui  a  pour  base  sa  projeetion  est,  eomme  nous  Favons 
vu,  la  limite  de  la  somme  des  parallel] pipedes  zaS^  dont 
les  bases  aS  sont  prises  dans  toute  T^tendue  de  la  base 
du  cylindre^  ee  volume  pent  done  6tre    represente  par 

lim.  2 J  cette  somme  n'etant  autre  true  celle  qui   se 

cosw  ^  ^ . 

rapporte  aux  aires  des  parallelogrammes  situes  dans  les 

plans  tangents  a  la  surfaee.  Done  enfin  eelle-ci  a  une  limite, 

comme  nous  nous  proposibns  de  le  d^montrer. 

La  definition  que  nous  avons  donnee  de  Faire  des  sur- 
faces courbes  est  done  independante  de  toute  loi  d'inscrip* 
lion  ou  de  circonseription  des  faees  planes,  et  conduit  a 
une  valeur  unique  et  determinee,  exprimabie  en  unites  de 
surfaces  comme  les  surfaces  planes  elles-m^mes. 

n  est  bon  de  remarquer  qu'on  trouverait  ^ncor^  la  meme 
limite  si,  au  lieu  de  s'assujettir  a  prendre  des  faices  planes^ 
on  prenait  des  surfaces  courbes  variables  telles,  que,  pour 
les  points  situes  sur  une  m^me  ligne  perpendiculaire  au 
plan  iixede  projeetion,  les  plans  tangents  a  ces  surfaces  et 
a  la  proposee  fissent  entre  eux  des  angles  infiniment  petits. 
Car  les  faces  planes  qu'on  eireonscrirait  a  ces  surfaces, 
auraient  un  rapport  aussi  pr^s  de  Tanite  qu'on  vottdrait 
avec  les  parties  de  ces  surfaces  et  de  la  proposee,  cor- 
lespondautes  a  la  mSme  projection  sur  le  plan  fixe  :  on 

9- 
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trouverait  done  encore  la  m^me  limite  pour  leur  sommc, 
Enfin  on  reconnailrait  d'une  maniire  analogue  a  ce  qui 
a  ete  fait  pour  les  courbes,  que  toute  surface  convexe  est 
plus  petite  qu'une  surface  qui  Tenveloppe  de  toutes  parts, 
ou  qui  Fenveloppe  et  est  terminee  au  m6me  contour. 

Et  de  m^me  une  surface  courbe  est  moindre  qu'une  sur* 
face  plane  ayant  m^me  projection  orthogonale  sur  un  plan, 
et  faisant  avee  ce  plan  un  angle  aigu  plus  grand  que  tons 
ceux  que  font  avec  lui  les  plans  tangents  a  la  surface  en  tous 
ses  points.  L'inverse  aurait  lieu  si  tous  ces  derniers  angles 
etaient  au  contraire  plus  grands  que  le  premier, 

« 

96.  Arcs  infiniment  petits.  —  Un  arc  qui  tend  vers  zero 
finit  generalement  par  6tre  constamment  convexe ;  il  est 
done  plus  petit  que  la  somme  des  tangentes  menees  a  ses 
extremites,  et  terminees  a  leur  point  de  rencontre  :  d'ail- 
leurs,  il  est  plus  grand  que  sa  corde.  Si  done  on  prouve 
que  le  rapport  de  cette  corde  a  la  somme  des  tangentes  a 
pour  limite  Funite,  il  en  sera  dc  m^me  a  plus  forte  raison 
du  rapport^de  Tune  ou  1' autre  de  ces  deux  derniJres  quan- 
lite3  a  la  longueur  de  Tare.  Or,  si  du  point  de  rencontre 
on  abaisse  une  ^erpendiculaire  sur  la  corde,  le  rapport  de 
chacun  de  ses  segments  a  la  tangente  correspondante  eiant 
le  cosinus  d'un  angle  infiniment  petit,  a  pour  limite  Funite. 
II  en  est  done  de  meme  de  la  corde  enti^rc  a  la  somme  des 
tangentes.  Done, 

On  peut  substituer  a  un  arc  infiniment  petit  (Tune 
courbe  quelconque^  sa  corde  ou  la  somme  des  tangentes 
a  ses  extremites^  toutes  lesfois  que  cet  arc  est  un  terme 
d*un  rapport  ou  d^une  somme  dont  on  cherche  la  limite. 

On  peut  encore  substituer  a  Fare  une  seule  tangente  a 
une  de  ses  extremites,  pourvu  qu'elle  soil  terminee  a  une 
droite  passant  par  Fautreextremite,  et  faisant  avec  la  tan- 
gente un  angle  fini  quclconque  :  car  cetlc  tangente  et  la 
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corde  etant  ]es  deux  cotes  d'un  triangle,  et  comprenant  un 
angle  qui  tend  vers  z^ro,  sont  dans  le  rapport  des  sinus  de 
deux  angles  finis  qui  tendent  a  ^tre  supplementaires,  la 
limite  de  leur  rapport  est  done  celui  de  deux  sinus  finis 
egaux,  c'est-a-dire  I'unite* 

97.  jircsde  cycloide.  —  Donnonsun  exemple  simple  de 
Tapplication  deces  principes*,  el  proposons-nous  de  mesurer 
im  arc  de  cycloi'de.  Nous  avons  vu  que  la  tangeute  au  point 
M  [fig.  1 1)  est  MU;  soil  a  Tangle  qu'elle  fait  avec  DA'  et 
MK  =jy^.  La  partie  de  tangente  comprise  entre  les  deux 

ordonnees  inGniment  voisines  MK,  M'K'  sera  esale  a • 

°  cos  a 

Or  on  a 

siia — r  Vy 

cosa  =  ^ — y  -i      tang  a  =  — fz==^« 

V2«  ^ia — y 

Pour  rentrer  dans  les  procedes  employes  precedemment 
il  faut  introduire,  au  lieu  de  MH,  la  difference  M'H  de  deux 
/  cous^cutifs.  Le  triangle  MM'H'donne 

MH  =  M'HtangMM'H; 

et  comme  la  corde  MM'  fait  un  angle  infiniment  petit  avec 
la  tangente,  Tangle  MM'  H  differe  infiniment  peu  du  com- 
plement de  «,  et  tang  MM'H  de  cot  a»  Si  done  on  remplace 
MHpar  M'H  cot«,  onne  Taura  altere  que  d'une  quantil^ 
infiniment  petite  par  rapport  a  lui-meme ;  il  en  sera  done  de 

m&me  pour "i  et  la  limite  de  la  somme  ne  sera  pas  changee» 

D'apres  les  equations  ci-dessus,  on  aura 

M'Hcota= ^-= :i, 

v7 

qui,  divisec  par  cos  a,  donne 

* 

M'Hv/art 
— T" — ' 
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et  I'arc,  pi^s,  par  exemple,  depuis  le  sommet  D.  sera  la 
limite  de  la  somme  des  expressions  de  cette  forme  dans  les- 
quellesj^  passera  par  degres  infiniment  petits  M'H ,  de  zero 
a  I'ordoanee  de  Textremite  de  Tare  a  mesurer.  Supposons 
que  M  soil  cette  extremite ;  on  aura  done 

DM  =  lim.  sfTa  2M'H  .  y"^ 

et,  d'apres  une  formule  deja  plusieurs  fois  appliquee^  on 
aura,  en  designant  par  b  I'ordonnee  de  rextremite  M , 

DM  =  2  ^  ^ab  =  1 MU. 

Lorsque  le  point  M  sera  en  A,  on  aura  MU  =  2a,  etpar 
consequent  AD  =4^9  ^^  l^t  longueur  de  la  cycloide  entiere 
ADBseraSa. 

98.  Surfaces  infiniment  petites,  —  Si  Ion  consid&re  une 
surface  courbe  infiniment  petite  dans  lous  les  sens  et  que, 
par  tous  les  points  de  son  contour,  on  mene  des  lignes  per- 
pendiculaires  a  un  memeplan,  il  vient  d'etre  demontreque 
I'aire  de  cette  portion  de  surface  est  moindre  que  celle  de  la 
portion  du  plan  tangent  faisant  le  plus  grand  angle  aigu 
avec  le  plan  de  projection,  et  plus  grande  que  celle  du  plan 
tangent  faisant  le  plus  petit  angle,  ces  portions  de  plan  etant 
determinees  par  le  cylindre  projetant.  Or  ces  deux  aires 
planes,  etant  dans  le  rapport  inverse  des  cosinus  des  angles 
que  les  deux  plans  tangents  forment  avec  le  plan  de  pro- 
jection, ont  pour  limite  de  leur  rapport  Tunite*,  done  on 
peut  prendre  Tune  ou  Tautre,  ou  toute  intermediaire  au 
lieu  de  Faire  de  la  surface  infiniment  petite,  pourvu  qu'dle 
soit  un  terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme  dont  on  cher- 
che  la  limite. 

99.  Application  a  une  surface  de  revolution,  —  On 
coupera  cette  surface  par  des  plans  infiniment  voisins  per- 
pendiculaires  a  Taxe,  et  a  chaeune  des  parties  comprises 
f  nlre  deux  plans  consccutifs,  on  substituera  la  surface  du 
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tronc  de  cone  engendre  par  la  portion  de  tangente  a  la 
courbe  generatriee,  comprise  entire  les  memes  plans  :  cette 
substitution  est  permise  d'apr^s  les  principes  precedents, 
parce  que  les  plans  tangents  a  ces  deux  surfaces,  aux 
points  ayant  meme  projection,  font  toujours  entre  eux  des 
angles  infiuiment  petits.  La  surface  du  tronc  de  cone  est  le 
produit  du  cote  par  la  circonference  decrite  par  son  milieu ; 
mais  la  limite  de  la  somme  ne  sera  pas  alteree  en  prenant, 
au  lieu  du  milieu,  le  point  de  contact  lui-mdme  qui  en  est 
infiniment  voisin. 
Si  done  on  designe  par  A  Taire  chercbee,  parj"  Tordon- 
-  nee  de  la  courbe  generatrice,  par  r  la  pariie  de  la  tan- 
gente comprise  entre  deux  ordonnees  infiniment  voisines, 
on  aura 

On  arriverait  a  ce  m^me  resultat,  en  remarquant  que  la 
surface  comprise  entre  deux  plans  est  plus  grande  que  celle 
du  tronc  de  c6ne  decrit  par  la  corde'  et  plus  petite  que  le 
tronc  de  c6ne  engendre  par  la  tangente,  augmente  de  la  sur^ 
face  plane  eilgendree  par  le  prolongement  de  Tordonnee 
jusqu'a  la  tangente,  surface  qui  est  infiniment  petite  par 
rapport  a  la  premiere. 

Prenons  pour  exemple  la  cycloide  tournant  autour  de  la 
tangente  DA'.  Nous  avons  trouye  tout  a  Theure  que  la  valeur 

cle  r  pouvait  etre  consideree  comme  egale  a ~= — ■  a  une 

quantite  pres  infiniment  petite  par  rapport  a  r  *,  done  on 
aura  dans  ce  cas,  en  partant  du  sommet  D, 


A=:2  7rIim.2/2«  ^  .W  H  =    ^     r.         =g;r7^2gy, 

2 

y  designant  I'ordonnec  de  I'extremite  de  Tare  g^nerateur , 
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GHAPITRE  XV, 

APPLICATIONS    MECANIQUES 


loo.  Vitesse, — Dans  un  mouvement  uniforme  On  appellfe 
Vitesse  Tespace  parcouru  dans  Tunite  de  temps,  ou  le  rap- 
port d'un  espace  quelconque  au  temps  employe  a  le  par- 
coUrit*. 

Dans  un  mouvement  varie  continu,  c'est-a-dire  lel,  que 
dans  aucun  intervalle  de  temps,  si  petit  qu'il  soit,  il  he  soil 
uniforme,  ou  apergoit  f*acilement  qu'il  n'y  a  pas  lieu  a  con- 
siderer  utilement  ce  rapport;  mais  y  a-t-il  cependant  dans 
un  pareil  mouvement  quelque  chose  qui  ait  une  telle  ana- 
logic avec  la  vitesse'dans  le  mouvement  uniforme,  et  une 
telle  similitude  dans  la  mani^re  de  Temployer,  qu'il  soit 
convenable  de  lui  appliquer  la  m^me  denomination  el  de 
g^neraliser  ainsi  le  sens  du  mot  vitesse? 

Considerons  un  point  qui  se  meuve  d'une  mani^re  quel- 
conque sur  une  courbe  donnee,  et  supposons  que  la  loi  de 
son  mouvement  soit  determinee  par  la  fonction  F  (t)  qui, 
pour  une  valeur  quelconque  du  temps  f,  represente  la 
longueur  de  Tare  AM  [fig-  44)  qtii  separe  le  point  M  ou 
le  mobile  se  trouve  a  cette  epoque,  d'un  point  fixe  A  de  la 
courbe. 

Apres  un  certain  temps  /?,  il  ser£L  parvenu  en  iin  audre 
point  N,  et  le  rapport  de  I'espace  parcouru  au  temps  em- 

^)loye,  ou  — T->  exprimera  la  vitesse  moyenne  avec  laquellc 

cet  arc  a  ete  decrit;  c'est-a-dire  ce  que  sera  celle  qu'il  fau- 
drait  donner  au  mobile  pour  qu'il  parcourut  d'un  mouve- 
ment uniforme  Ic  memc  espace  MN  dans  le  meme  temps  h. 
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Si  maintenant  on  suppose  que  h  diminue  indefiniment) 

1      .  MN 

la  Vitesse  moyenne  -j—  ou 

F(f+A)-F(f) 
h ' 

variera  en  meme  temps  et  tendra  vers  une  certainc  limite 
qui  ne  sera  autre  chose  que  la  derivee  de  F  (f)  par  rapport 
a  ^,  et  que  nous  appellerons  la  vitesse  du  mobile  au 
point  M. 

Ainsi,  dans  tout  mouvement  d^un  point,  on  appelle 
Vitesse  a  un  instant  quelconque  la  limite  de  la  vitesse 
moyenne  du  point  dans  un  intervalle  infinimeni  petit,  a 
partir  de  cet  instant. 

101 .  Si  Ton  designe  par  m  la  vitesse,  on  aura 

lim.  ---  =  P  =  F'(05 
h 

MN 
d'oA  if  suit  que— j-  differe  de  \> d'une  quantile  qui  lend  v^rs 

zero  en  m&me  temps  que  h.  La  design  ant  par  ot),  on  aura 

done 

MN  =  A(p  -t-ft>)  =  pA  -l-w/i. 

Done,  toutes  les  fois  que  MN  devra  ^tre  employe  comme 
terme  d^un  rapport  ou  d'une  somme,  dont  on  n^ait  a  consi- 
derer  que  la  limite,  on  pourra  supprimer  le  terme  to  A,  qui 
est  infiniment  petit  par  rapport  a  i^A,  et  prendre  \^h  comme 
mesure  de  Fespace  MN  parcouru  dans  le  temps  h ;  c'est-a- 
dire  que  dans  tout  mouvement  varie,  Tespace  parcouru  est 
le  produit  de  la  vitesse  par  le  temps,  pourvu  que  ce  temps 
soit  infiniment  petit.  Ce  que  nous  avons  nomme  vitesse 
joue  done  le  meme  r6le  dans  le  mouvement  varie  que  ce 
que  Ton  avait  d'abord  appelo  viicssc  dans  Ic  mouvement 
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uniforme,  mais  a  la  condition  de  ue  considerer  que  des 
espaces  infiniment  petils. 

Si  done  on  avail  a  calculer  I'espace  parcouru  pendant  uu 
temps  fini  par  un  point  mobile  dont  on  connaitrait  la  vi- 
tesse  en  fonction  du  temps,  il  suflirait  de  chercher  la  limite 
de  la  somme  des  produits  des  intervalles  infiniment  petits 
dans  lesquels  on  decomposerait  ce  temps,  par  la  vitesse 
positive  ou  negative  au  commencement  de  ces  intervalles 
respectifs.  Car  ces  produits  ne  difTereraient  des  espaces  reel- 
lement  parcourus  daps  les  intervalles  correspondants,  que 
de  quantites  infiniment  petites  par  rapport  a  ces  espaces 
memes. 

C'est  cette  identite  dans  Temploi  de  la  vitesse,  pourva 
que  les  temps  soient  infiniment  petits,  qui  justifie  Texten- 
sion  donnee  au  sens  de  ce  mot,  et  non  pas  seulement  le  droit 
que  Ton  a  en  general  de  fixer  arbitrairement  le  sens  des 
mots  que  Ton  introduit. 

102.  Acceleration.  — Pom*  nepas  entrer  dans  des  details 
trop  speciaux  de  mecanique,  nous  nous  bornerons  ici  a  con- 
siderer le  mouvement  varie  rectiligne. 

Le  plus  simple  de  tous  les  mouvements  varies  est  cclui 
ou  la  vitesse  augmente  toujours  de  quantites  egales  dans 
des  intervalles  de  temps  egaux,  quels  qu'ils  soient.  Un 
pareil  mouvement  est  dit  unifomiement  accelere,  et  Ton 
y  donne  le  nom  special  d^ acceleration,  a  raccrbissemeut 
positif  ou  negatif  de  la  vitesse  dans  Vuniie  de  temps,  ou  au 
rapport  d'un  accroissement  quelconque  de  la  vitesse  au 
temps  employe  a  le  produire. 

Considerons  maintenant  un  mouvement  rectiligne  varie, 
ou  la  vitesse  i^  est  representee  par  une  fonction  quelconque 
(f(t)  du  temps.  Soient  h  un  accroissement  infiniment  petit 
donne  a  t'^  k  T accroissement  correspondaut  de  ^.  Conce- 
vons  un  mouvement  uniformemcnt  accelerc  tel,  que  dans 
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le  in^me  intervalle  de  temps  A,  il  y  aurait  le  meme  accrois-<» 

/• 
sement  de  vitesse  k :  7  sera  I'acceleratioii  dans  ce  mouve- 

n 

ment,  ou  1' acceleration  moyenne  dans  le  mouvement  reel 
considere  pendant  Pintervalle  h.  La  limite  de  cette  accele- 
ration moyenne  j?  qui  est  la  derivee  de  i^  par  rapport  a  f, 

est  ce  que  Ton  nomme  V acceleration  dans  le  mouvement 
donne,  a  Tinstant  que  Ton  considere. 

103.  Cela  pose,  -  ayant  pour  limite  f'  (f),  on  a^  en  desi- 
gnant  par  co  une  quantity  infiniment  petite, 

dou 

Done  on  peut  remplacer  k  par  h(f^  (t)  lorsque  k  est  un 
terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme  dont  on  considere  la 
limite  5  et,  par  consequent,  Taccroissement  k  de  la  vitesse 
s  obtiendra  comme  dans  le  mouvement  uniformement  acce* 
^ere,  en  multipliant  I'acceleration  par  Taccroissement  du 
temps,  mais  a  la  condition  que  cet  accroissement  sera  infi- 
niment petit. 

On  voit  par  la  que  T accroissement  de  la  vitesse  dans  un 
temps  fini  peut  ^tre  considere  comme  la  limite  de  la  somme 
des  produits  des  parties  infiniment  petites  de  cet  intervalle 
par  les  accelerations  correspondantes.  C'est  ce  que  Ton  ex- 
prime  quelquefois  en  disant  qu'un  mouveixient  varie  quel- 
conque  peut  ^tre  considere  comme  compose  d'une  infinite 
de  mouvements  uniformement  varies. 

Lorsque  nous  avons  calcule  au  contraire  T accroissement 
de  Fespace  parcouru,  le  mouvement  etait  considere  comme 
compose  d'lme  infinite  dc  mouvements- 11  uiforraes.  II  eut 


^ 
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ete  inutilie,  dans  ce  cas,  de  pousser  rapproximalion  plus 
loin  dans  les  elements  in6niment  petitsj  la  limite  de  la 
somme  aurait  ele  absolument  la  m^me. 

104.  Poids  sp6cifique  et  densite  dans  les  substances  non 
homogenes,  —  On  appelle  poids  specifiquc  d'une  substance 
homogene  son  poids  sous  Tunite  de  volume,  ou  le  rapport 
du  poids  d*un  volume  quelconque  a  ce  volume.  Supposons 
maintenant  une  substance  non  homogene,  mais  dont  la  na- 
ture varie  d'une  maniere  continue  5  et  nous  ferons  consis- 
tercettecontinuite  en  ce  que,  si  Ton  considere  daris  le  corps 
deux  volumes  infiniment  petits,  egaux  el  infiniment  voi- 
sins,  le  rapport  du  poids  au  volume  variera  infiniment  peu 
de  I'un  a  I'autre.  Cela  pose,  nous  appellerons  poids  sped- 
fique  en  un  point  donne  d'un  corps  non  homogene,  la  li- 
mite du  rapport  du  poids  au  volume  d'une  partie  du  corps 
renfermant  ce  point,  et  dont  toutes  les  dimensions  tendcnt 
indefiniment  vers  zero.  Celte  limite  sera  une  fonctibn  des 
trois  coordonnees  du  point.  On  reconnaitra  facilement,  par 
les  m&mes  considerations  que  dans  les  questions  preceden- 
tes,  qu'un  volume  infinimient  petit  du  corps  aura  un  poids 
qui  ne  differera  que  d'une  quantite  infiniment  petite,  par 
rapport  a  lui-m^me,  du  produit  de  ce  volume  par  le  poids 
specifique  relalif  a  Tun  quelconque  de  ses  points.  Cette 
quantite  pouvant  etre  negligee  sans  erreur  dans  les  resul- 
tats  des  questions  qui  ne  dependent  que  des  limites  des 
3ommes  ou  des  rapports,  il  s'ensiiit  que  le  poids  specifique, 
tel  que  nous  I'avons  defini,  joue  le  meme  r6le  dans  le  cas 
des  corps  non  homogenes,  que  le  poids  specifique  defini  d'a- 
bord  dans  les  corps  homogenes*,  seulement,  il  ne  fautl'ap- 
pliquer  qu'a  des  volumes  infiniment  petits  dans  tons  les 
sens. 

Ainsi,  par  exemple,  pour  avoir  Ic  poids  total  du  corps,  il 
suffira  dc  cherchcr  la  limit c  dc  la  somrac  des  produits  des 
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volumes  infimment  petits  dans  tous  les  sens,  dans  lesqucls 
on  decomposera  le  volume  du  corps,  par  le  poids  speeiGque 
de  la  substance,  en  un  point  quelconque  de  la  partie  corres- 
pondant  respectivement  a  chacun  de  ces  elements  de  vo- 
lume. 

En  substituant  dans  ce  qui  prec^e  les  masses  au  poids, 
il  faudra  substituer  au  poids  specifique  la  densite^  et  toutes 
les  consequences  precedenles  se  reproduiront  si  identique^ 
ment,  qu'il  est  inutile  de  s'y  arrfeler 

105.  yd pplication  aiix  centres  de  grax^ite  des  corps  non 
homogenes,  —  On  suppose  donnee  la  fonction  des  coor- 
(lonnees  qui  exprime  le  poids  specifique  en  un  point  quel- 
conque. II  suffira  done  de  decomposer  le  corps  en  elements 
infinimeut  petits  dans  tous  les  sens,  de  prendre  pour  poids 
de  cbacun  d'eux  le  produitde  son  volume  par  le  poids  spe- 
cifique rapporle  a  Tun  quelconque  de  ses  points,  ou  a  lout 
autre  point  infiniment  voisin,  lequel  pourra  aussi  6tre  pris 
comnie  s'il  etait  le  centre  de  gravite  de  Felement  lui-m^me. 
11  resultera  de  la,  soit  dans  les  poids,  soit  dans  les  moments 
deces  elements,  des  erreurs  infiniment  petites  par  rapport 
aux  poids  et  aux  moments  exacts,  et  par  consequent  la  li- 
mite  de  la  somme  des  poids  sera  le  poids  m^me  du  corps,  et 
la  limite  de  la  somme  des  moments,  par  rapport  k  un  plan 
quelconque,  sera  exactement  egale  au  moment  de  la  resul-* 
lante.  Les  trois  coordonn^es  du  centre  de  gravity  du  corps 
seront  done  encore  determinees  par  des  limites  de  sommes 
d'infiniment  petits.  Seulement  il  faut  rcmarquerque  dans 
le  cas  des  corps  homogenes,  nous  avons  pu  les  decomposer 
en  elements  infiniment  petits  dans  deux  sens  seulement^ 
tandis  que  les  corps  non  homogenes  doivent,  en  general, 
ctre  decomposes  en  elements  infiniment  petits  dans  tous  lea 
sens. 
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CHAPITRE  XVL 

REMARQUES    ET   THtORfeMES   PROPRES   A   FACILITER 
l'emploi  DES  INFINIMENT   PETITS. 


106.  Des  lermes  que  Voji  pent  negliger  dans  les  equa^ 
tions.  —  Lorsque  les  deux  membres  d'une  equation  ont  des 
limites  finies  et  que  ce  sont  ces  limitcs  que  Ton  a  a  consi- 
d^rer,  on  peut  evidemment  se  dispenser  de  tenir  compte 
des  termes  dont  la  limite  est  zero,  quoiqu^en  les  supprimant 
Tequation  devienne  inexacte.  Comme  on  ne  cherche  que 
Tequation  aux  limites,  et.qu'elle  n'est  pas  alt^ree  par  la,  les 
resultats  sont  exactement  les  m^mes,  et  Ton  s'esl  d^bar- 
rasse  quelquefois  d'une  multitude  de  termes  tres-compH- 
ques.  Ainsi  toute  suppression  ou  alteration  quelconque  qui 
n^a  d'autre  effet  que  de  faire  negliger  des  termes  infini' 
rnent  petits  dans  une  equation  finale  dont  les  deux  mem- 
bres ont  des  limites  Jinies,  peut  Stre  faiie  sans  aucune  er- 
reur  dans  les  resultats, 

107.  Si  les  membres  d'une  equation  avaient  des  limites 
egales  a  z^ro,  el  se  composaient  d'infiniment  petits  de  dif- 
ferentsordres,  par  exemple  du  premier  et  d'ordres  supe- 
rieurs,  on  peut,  par  la  m^me  raison,  se  borner  a  ecrire  les 
termes  du  premier  ordre.  En  effet,  une  equation  dont  les 
deux  membres  ont  pour  limite  zero  n^est  pas  destinee  a 
Tester  sous  cette  forme,  puisqu'elle  conduirait  a  Tegalitd  in- 
signifiante  0  =  0.  On  conserve  souvent  cette  forme  potu*  la 
commodite  de  recriture,  mais  on  doit  toujours  en  revenir 
aux  quantites  iinies.  Si  c'est  en  divisant  les  deux  membres 
par  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  les  termes  d'or- 
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lire  superieur  au  premier  conduiront  a  la  limite  z^ro,  ceux 
du  premier  a  des  limites  finies,  et  Ton  se  retrouve  dans  le 
cas  pr^edent.  Si  cette  Equation  est  employee  pour  donner 
Texpression  d^un  infiniment  petit  au  moyen  des  autres,  et 
que  cetinfiniment  petit  doive  ^tre  un  terme  d'un  rapport 
oud'une  somme  dont  on  cherche  la  limite,  on  sait  qu^on 
pent  Talterer,  sans  erreur  dans  les  resultats,  de  quantites 
infiniment  petites  par  rapport  a  lui-meme.  On  a  done  le 
droit  de  negliger,  dans  Tequation  d'ou  Ton  tire  sa  valeur, 
lous  les  termes  d'un  ordre  superieur  au  sien. 

U  est  evident  que  dans  cette  meme  equation  on  peut,  au 
lieu  des  facteurs  infiniment  petits  du  premier  ordre,  sub- 
stituer  d^autres  quantites  dont  le  rapport  avec  eux  ait  pour 

limite  Tunite,  ou  en  different  de  quantites  infiniment  pe- 
tites par  rapport  a  eux  \  car  ce  n'est  qu'a  jouter  ou  suppri- 
mer  dans  les  membres  de  T  equation  des  termes  d'ordre  su- 
perieur au  premier. 

Ces  raisonnements  3^appliquent  egalement  aux  Equations 
dont  Fordre  le  moins  elev^  est  superieur  au  premier.  On 
pent  generalement  se  dispenser  d'ecrire  ceux  d'un  ordre 
plas  elev^  que  le  moindre. 

Reicarque.  —  II  y  a  cependant  une  attention  a  avoir  :  il 
pent  arriver  que  dans  une  equation  non  simplifiee  il  y  ait 
des  termes  du  premier  ordre  et  d'ordres  superieurs,  et  qu'a- 
pres  avoir  execute  les  operations  indiquees  ceux  du  pre- 
mier ordre  se  d^lruisent  entre  eux.  Dans  ce  cas,  si  Ton  a 
neglige  des  termes  du  second  ordre,  et  que  pour  employer 
Tequation  resultante  on  divise  ses  deux  termes  par  un  infi- 
niment petit  du  second  ordre,  afin  de  ne  pas  arriver  a  o  =  o ; 
ou  que  Ton  tire  de  cette  ^nation  la  valeur  d^un  infiniment 
petit  du  second  ordre,  qui  doit  entrer  comme  terme  d'un 
rapport  ay  ant  une  limite  finie,  il  est  evident  que  les  resul-* 
tatssont  inexacts,  puisque  les  termes  supprimes  y  auraient 
introduit  des  quantites  finies. 
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Si,  par  exemple,  on  avail  Fequation  suivante,  dans  la- 
quelle  h  el  A  designenl  des  quanliles  infinimenl  peliles  da 
premier  ordre, 

sin  (^  -H  /*)  —  sin  a:  4-  cos ( J -f-  ^ )  —  cos  y 

-h/sinj  —  Acosx-f- AX*-h  Bhk  -H  CA*=io, 

el  que  dans  les  calculs  precedents  on  eiil  neglige  des  lermes 
qui  en  auraienl  amene  du  second  ordre  dans  celle-ci,  ii  y 
aurait  erreur  dans  les  resultals  si  Ton  se  servail  de  cetle 
equation  pour  en  lirer  la  valeur  de  h  ou  de  A*  et  la  substi** 
luer  dans  une  autre.  Cela  lient  a  ce  que,  non-seulement 
les  quanliles  finies  disparaissenl  de  Tequalion,  mais  qu  il 
en  esl  de  meme  de  celles  du  premier  ordre,  el  que  par  con-* 
sequeni  on  ne  peul  en  negliger  du  second. 
En  efTet, 

sin  (.r -I- A) — sin^=  2sin  -  cos  (  jfH — U 

cos  (/  -f-  ^')  —  cos^'  =  —  2  sin  -  sin  f  jr  -h  - ) ; 
done 
sin  (.r  +  h)  —  sinjc  —  h cosj:  =  2 sin  -  cos  ( jr-h  -^  i  —  h  cos  x. 

2  \  2/ 

Mais,  puisque  sin-  el-  ont  pour  limite  de  leur  rapport 

Funite,  leur  difference  est  iniiniment  petite  par  rapport  a 
Tun  quelconquc  des  deux*,  done,  en  designant  par  ct)  une 
quanlite  infinimenl  petite,  on  a 

sin  ~  =r  — f-  w  //, 
2  2 

el,  d'apres  ce  qu'on  a  vu  dans  la  irigonometrieelementaire, 
w  esl  du  second  ordre;  de  plus,  cos    (  x  H — )   diffire  dc 
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COS  X  d'uiie  quantite  infiniment  petite  du  premier  ordre, 
d'apris  le  theor^me  general  (n^  71 ) ;  en  la  designant  par  a, 
on  pent  poser 


cos 
done 


I  JT  H —  J  =  cos.r  -h  a ; 


.    h 
2  Sin  -  cos 

2 


lx-\ —  j  =  2  |--hwA)  (cosx-l-a) 

=  ^COSJT  -I-  2w/i  C0SJ:-i-/*a  -f-2oj/ia. 


En  en  retranchant  h  cos  x^  il  reste  done  des  produits  de 
deux  ou  de  trois  infiniment  petits,  dont  le  plus  grand  est 
du  second  ordre.  II  en  serai t  de  m^me  de  F ensemble  des 
trois  termes 

cos  (y-i-^)  —  cos ^  -I-  ^  sin  ^. 

Lo  premier  membre  de  Fequation  pouvant  ainsi  ^tre  con- 
sider^ comme  compose  de  termes  du  second  ordre  et  d'or- 
dres  superieurs,  si  Ton  neglige  des  termes  du  second  ordre, 
qu  on  divise  en  suite  par  A*,  ou  par  tout  autre  infiniment 
petit  du  second  ordre,  et  qu^on  passe  aux  limites,  on  aura 
une  equation  fausse,  puisqu'il  manquera  des  termes  finis. 
Et,  par  la  m^me  raison^  on  n'aurait  pu  Temployer  a  donner 
la  \aleur  d'une  des  quantites  qui  y  entrent. 

Triangles  infiniment  petits. 

108.  1°.  Supposons  un  triangle  ABC  dont  les  trois  an- 
gles tendent  vers  les  limites  a,  6,  y  et  les  trois  c6tes  a,  i,  c 
vers  zero.  Les  rapports  des  c6t^s  auront  pour  limites  les 
rapports  des  sinus  des  angles  a,  6,  y. 

Ainsi,  par  exemple,  on  a  les  equations  exactes 

a       sin  A       ,.       a       sin  a 
o       sin  B  o       sin  6 

I.  lO 
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Mais  il  a'y  a  aucun  mconveiiieol.  a  ecrire 

a        sin  a  ,  sin  a 

6       sm  6  sm  b 

si  a  est  un  terme  d  un  rapport  ou  d'une  somme  dout  on 

cherche  la  limite;  car  -7  ayant  pour  limite  -r— r    en   diffire 

6    •^        ^  sine 

d^une  quantite  infiiiiineiit  petite  ct)  et  Ton  a 

a       sin  a  ft  sin  a 

Y  =  -: — s"+"<^      ou     «  =  — V— s-^-^w» 
6       sm  b  sm  6 

Ainsi  en  prenant,  au  lieu  de  a,  la  partie  — : — r-'  on  ne- 
glige une  quantite  infiniment  petite  par  rapport  a  4(9  ce  qui, 
dans  la  question  siipposee,  ne  donnera  aucune  erreur  dans 
les  r^sultats. 

Or  ii  y  a  souvent  beaucoup  d'avantage  k  inlroduine  ainsi 
les  angles  limites  aux  angles  variables,  comme  nous  le 
verrons  par  quelques  exemples. 

^.  Dans  un  triangle  ABC  dont  Tangle  A  tend  vers  un 
angle  droit  et  les  c6les  vers  z^o,  on  peut  calcuier  le  c6l^  c 
par  la  formule 

au  lieu  de  la  formule  exacte 

a*  =?:  ^«  -H  c*  —  7,  be  cos  A . 

Car  cos  A  tend  vers  zero,  done  2  be  cos  A  est  infiniment 
petit  par  rapport  a  n  bc^  et,  a  plus  forte  raison,  par  rapport 
a  i*  -4-  c*,  qui  est  toujours  plus  grand  que  2  be, 

Ainsi  a*  difiire  de  &'  -+-  c*  d'une  quantity  infiniment  pe- 

tite  par  rapport  a  lui-m^me-,  ou  encore  ,  ^  _^  ^  a  pour  li- 
mite Tunile. 
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D'ou  il  suit  que  '     ■    a  aussi   pour  limite  I'unite  , 

ainsi  (jiie  toutes  les  puissances  de  ce  rapport. 

On  pourra  done  substituer  V  i'  -h  c*  a  a  toutes  les  fois 
que  cette  quanlite  sera  un  terme  d'u^  rapport  ou  d^une 
somme  dont  on  n'a  a  considerer  que  lai  limite. 

109.  Ordre  infinitesimal  de  diverses  lignes  quon  a  sou- 
vent  a  considerer  dans  un  triangle  rectangle  infiniment 
petit. 

Soient  A  {Jig-  4^)  I'angle  droit  du  triangle  ABC,  dont 
le  c6te  AB  ou  c  est  infiniment  petit  du  premier  ordre,  ainsi 
que  Tangle  B-,  AI  laperpendiculaire  abaisseede  A  sur  I'hy- 
potenuse.  Op  aui*^ 

ACrxctangB,      AI=csinB,      GI=i?sinBtangB, 

et  comme  sin  B  et  tang  B  sont  du  m^me  ordre  que  B,  puis- 
que  leur  rapport  a  B  a  une  limite  non-seulement  finie,  mais 
encore  egaie  a  Tupit^,  il  en  resulte  que  AC  et  AI  sont  infi- 
niment petitsdu  second  ordre,  etICdutroisieme. 

Calculous  maintenant  la  difference  de  I'hypotenuse  au 
c6te  adjacent  a  Tangle  infiniment  petit, 

2csm'  - 

C  2 

cosB  cosB 

et  comme  sin      est  du  premier  ordre,  ainsi  que  c,  il  s'en- 

suit  que  BC  —  BA  est  du  troisj^eme. 

Le  segment  CI  etant  aussi  du  troisiem£,  on  pent  se 
pr(^)oser  de  trouver  la  limite  de  son  rapport  a  BC —  BA, 
D'apris  les  formules  pr^cedentes,  ce  rapport  a  pour  valeur 

^«  Mais  la  limite  ne  sera  pas  changep  en  substituant 

2sin'- 

lo. 
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a  chacun  de  ces  sinus  Tare  correspondant  dont  le  rapport 
a  ce  sinus  est  I'unite;  on  trouve  ainsi  2  pour  limite  de 

CI 
z——. — -—  ;  de  sorte  que  si  Ton  decrit  de  B  comme  centreFarc 
KjD  —  AJj 

CH  I 

AH,  —  tend  indefiniment  vers  -5  et  le  point  H  peut  ^tre 

regarde  comme  le  milieu  de  CI ,  a  une  quantite  pres  infini- 
ment  petite  par  rapport  a  CI.  On  peut  done  regarder  CI 
comme  double  de  la  difference  BC  —  BA . 

Mais  si  Tangle  A  n'elait  pas  droit,  ou  ne  tendait  pas 
vers  un  angle  droit,  IH  serait  infiniment  petit  par  rapport 
a  CI ,  qui  pourrait  par  consequent  ^tre  pris  pour  la  diffe- 
rence BC  —  BA. 

HO.  Triangle  injiniment  petit  ay  ant  un  c6te  infiniment 
peti€par  rapport  a  un  autre,  —  Soit  BC  [fig*  46)  infini- 
ment petit  par  rapport  a  AB^  en  abaissantBI  perpendicu- 

BI  RP 

laire  sur  AC,  —  ou  sin  A  sera  plus  petit  que—  qui ,  par 

hypothese ,  est  infiniment  petit ;  il  en  sera  done  de  m^me 

de  sin  A ,  et  par  suite  de  Tangle  A. 

AC 
Quant  au  rapport  To'  ^^  *  necessairement  pour  limite 

I'unite,  puisque  la  difference  de  ses  deux  termes  est 
moindre  que  le  troisieme  cdte  BC,  et  que,  par  hypothese, 
ce  dernier  est  infiniment  petit  par  rapport  a  Tun  des  deux. 

CoROLLAiBE. —  L'angleCABayant  pour  limite  zero,  ils'en- 
suit  que  si  Tun  de  ses  c6les  tend  vers  une  direction  limite, 
soit  que  A  reste  fixe ,  soit  quHl  se  deplace,  Pautre  aura 
pour  limite  la  m^me  direction. 

Et  plus  generalement ,  si  par  un  mouvement  quelcon- 
que,  deux  points  A  et  B  {fig-  4?  )  se  rapprochent  indefini- 
ment Tun  de  Tautre,  demaniere  que  la  direction  AB  lende 
a  Atre  parallMe  a  une  ceriaine  droite  fixe;  que  Ton  con- 
sidere  deux  points  A',  B'  dont  les  distances  respectives  a 


DBS    QUA]\T1T^S    CONSiD^Rl^ES    COMME    LIMlTES.  l^g 

A  et  B  soient  infiniment  petites  par  rapport  a  AB  :  la  di- 
rection A'B'  tendra  vers  la  m^me  li'mite  que  AB.  En  effet, 

il  a  ete  prouve  que  Tangle  B'AB  a  pour  limite  zero,  puis- 

B'B  AB' 

que-^  est  iniSniment  pelil^  que,  de  plus,  -—  a  pour  li- 

A'A 
mite  Tunite.  De  la  resulte   que -—7  est  infiniment  petit,. 

AB 

A' A 
puisque,  par  hypothese,  —^  Test  5  done  Tangle  A'B'A  est 

AD 

iDfiniment  petit ;  done,  enfin,  les  droites  A'B',  AB  font  enire 
elles  un  angle  dont  la  limite  est  zero^  et  par  consequent 
leurs  directions  ont  la  m^me  limite.  Cette  proposition  a 
des  applications  assez  fr^queutes. 

lU  .  Triangle  ay  ant  deux  angles  infiniment  pe  tits  du 

premier  ordre,  —  Soient  A  et  B  [fig^  48 )  les  deux  angles 

infiniment  petits*,  abaissons  CI  perpendiculaire  sur  AB; 

et  cherchons  d'abord  quelle  serait  la  limite  de  la  position 

du  point  C ,  qui  est  la  meme  evidemment  que  celle  du  point 

l,si  on  laissait  AB  invariable  pendant  que  les  angles  ten- 

draient  vers  z^ro. 

Or  on  a 

AI  _  tang  B 

IB  ""tang  A' 

done 

,.      AI       ,.      tangB       ,.      B 
hm.-—  =  lim.  — ^  =  lim.  -• 
IB  tang  A  A 

Si  done  on  connait  la  limite  du  rapport  des  deux  angles 
infiniment  petits  du  m^me  ordre,  on  aura  la  limite  du  som- 
met  G,  en  partageant  AB  en  raison  inverse  des  angles  en  A 
et  B. 

Supposons  maintenant  que  le  c6te  AB  soit  lui-m^me 
infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  proposons-nous  d'eva- 
luer  la  difference  entre  sa  longueur  el  la  somme  des  deux 
autrcs  c6tes. 
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Or  on  a 

2  Alsin'  — 

2BIsin^? 

4^ 

AC  —  AI  — 

^     et    fit: 

BI- 

cos  A 

cosR 

et  la  sommede  ces  deux  differences  est  la  difference  cher- 
cWe.  Mais  chacane  d'elles  est  un  infiniment  petit  du  troi- 
si^me  ordre  au  moios,  puisque  AI  et  BI  sont  moindres  que 

AB  qui  est  du  premier  ordre,  et  que  sin*  -  et  sin'  -  sont  du 

second  ordre.  On  pent  m^iiie  direqu'elles  sont  pr^cis^ment 
du  troisiime  ordl'e  toutes  deux ,  dans  le  cas  suppose  ou  A 
et  B  sont  du  m^me  ordre;  car  alors  les  deux  segments  AI 
•  et  IB  sont  dans  un  rapport  fini  avec  AB,  et  sont  par  conse- 
quent du  premier  ordre.  //  resulte  de  th  que  la  difference 
entre  AB  et  AC  -h  CB  est  un  infiniment  petit  du  troisieme 
ordre  au  moins, 

Ou,  en  d'autres  termes,  celte  difference  est  du  meme 
otdre  que  le  cub^  de  Tare. 

L'ordredecette  difference  s'eliverait  si  les  angles  etaient 
d'un  ordre  plus  dleve  que  le  cdtej  il  s'abaisserait  dans  le 
cas  contraire. 

112.  Triangle  ay  ant  un  angle  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre ^  compris  entre  deux  coles  infiniment  pelits 
du  premier  ordre,  —  Soil  A  (^g-  49)  I'^ugle  donne-,  la 
somme  des  deux  autres  a  pour  limite  deux  droits.  On  peut 
maiiltenant  faire  plusieurs  suppositions  sur  les  deuic  c6l(?s 
donnes. 

Si  la  liolite  finie  de  leur  rapport  est  diffiSrente  dd  Tuniie, 
)a  somme  des  deux  angles  opposes  ayant  pour  limite  deux 
droits ,  Tun  de  ces  angles  tendra  ndcessairettient  vers  zero, 
Tautre  vers  deux  droits.  Car,  sans  cela,  le  rapport  HmiU' 
de  leurs  sinus  serail  n^cossaircmctir  runite,  rotitrairotneni 
a  la  supposition 
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Supposons  maintenant  que  la  limite  de  leur  rapport  soit 
runite.  II  peutalors  se  presenter  trois  cas. 

1°.  Si  leur  difference  est  du  second  ordre ,  prenons 
AB'=AB^  B'C  sera  du  second  ordre.  Mais  BB'  est  du 
second  ordre  a  cause  du  triangle  isoc^le  ABB^  qui  donne 

BB'=:  2  x^B  sin  — ;  ainsi  dC  sera  du  second  ordlre,  et  le  rap- 

B'C 
port-—;"  a  une  limite  finie  quelconque.  Or  Tangle  B'  tend 
BC 

vers  un  angle  droit;  done  Tangle  B'BC,  et  par  suite  C,  a 
une  limite  finie  qui  pent  ^tre  quelconque  et  depend  du  rap- 
port de  CB'  a  BB'. 

2°.  Supposons  que  leur  difference  soit  d'un  ordre  com- 
pris  entre  i  et  2.  Alors  BB'  etant  du  second  ordre,  B'C 
d'un  ordre  moindre,  et  BC  le  plus  grand  cote  du  triaugle 
BB'G,  comme  oppose  a  Tangle  obtus  B  ;  il  s'ensuit  d'abord 
que  BC  est  du  m^me  ordre  que  B'C ,  et  m^me  que  leur  rap- 
port a  pour  limite  Tunite,  puisque  leur  diff'^^rence,  etant 
moindre  que  BB',  qui  est  du  second  ordre,  est  infiniment 

petite  par  rapport  a  ces  lignes  memes.  De  plus  le  rapport 

BE' 

gT^r  styantz^ro  poui*  limite,  Tangle  C  tendra  vfers  z^ro,  et, 

par  suite.  Tangle  ABC  vers  deux  droits. 

3°.  Soit  la  difference  d'un  ordre  sup^rieur  a  2.  Alors 

B'C 

g^  a  pour  limite  zero ;  done  Tangle  B'BC  a  zero  pour  limite, 

et  Tangle  ABC  a  la  m^me  limite  que  ABB',  ou  un  droit :  il 
en  est  de  m6me  par  suite  de  Tangle  C. 

Si  Tangle  A  etail  d'un  ordre  quelconque  m  au  lieu  d'etre 
du  premier  comme  les  cdt^s ,  il  faudrait,  dans  ce  qui  pre- 
cede, subslituer  i  -4-m  a  2. 

Remarque.  —  U  est  bon  de  remarquer  que  dans  ces  trois 
cas,  c'est-a-dire  toutes  les  fois  que  le  rapport  des  deux 
cotes  donnes  a  pour  limite  runite^  le  troisibme  est  infini- 
ment petit  par  rapport  anx  deux  autres^  quel  que  soit  m. 
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CHAPITRE  XVII. 

COURBURE      DES      ARCS      DE     COURBES     PLANES 

QUELCOJSQUES,    ET   DIVERSES   PROPOSITIONS 

QUI   s'y  RAPPORTENT- 


113.  La  courbure  d'un  arc  convexe  est  Tangle  que  for- 
ment  entre  elles  les  directions  du  premier  et  du  dernier 
element  de  cetarc;  c'est  Tangle  des  tangentes  extremes  :  il 
exprime  la  quantity  dont  la  courbe  a  successivement  d^vie 
de  la  ligne  droite  dans  Tetendue  de  cet  arc.  Si  cet  angle 
variait  proportionnellement  a  Tare,  on  aurait  la  courbure, 
pour  une  unite  de  longueur,  en  divisant  celle  d^un  arc 
quelconque  par  la  longueur  de  cet  arc. 

Mais  dans  une  courbe  quelconque ,  si  Ton  divise  cet 
angle  par  la  longueur  de  Tare,  on  aura  seulement  la  cour- 
bure moyenne  de  cet  arc,  rapport^  a  T unite  de  longueur, 
c'estr-a-dire  celle  que  Ton  trouverait  pour  un  arc  egal  a 
Tunite ,  si  la  courbure  variait  proportionnellement  a  Tare, 
comme  dans  le  cercle ,  et  de  mani^re  a  obtenir  la  cour' 
bure  donnee  pour  une  longueur  egale  a  celle  de  Tare  dont 
ii  Skagit. 

Cela  pose,  si,  a  partir  d'un  point  quelconque  d^une  ligne 
courbe ,  on  prend  un  arc  de  grandeur  arbitraire,  sa  cour- 
bure  moyenne  variera  a  mesure  que  cet  arc  diminuera 
ind^finiment;  et  elle  tendra  vers  une  limite  determinee, 
qu'on  appelle  courbure  de  la  ligne  au  point  que  Ton  consi- 
dere.  Cette  limite  est,  pour  employer  le  langage  re9u  dans 
le  calcul  infinitesimal,  la  courbure  d'un  arc  infiniment 
petit,  rapporlee  a  Tunile  de  longueur,  cet  arc  commen- 
9ant  au  point  que  Ton  considerc.  C'est  une  notion  impor- 
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tante  dans  Tetude  approfondie  de  la  constitution  d'une 
courbe. 

114.  Si  Ton  considere  Tinclinaison  <f  de  la  tangente 
sur  un  axe  fixe,  comme  une  fonction  de  Fare  s  pris  a 
partir  d'un  point  fixe  quelconque  de  la  courbe,  la  cour- 
bure  CO  d'un  arc  h  n'esl  autre  chose  que  Taccroissement  de 
la  fonction  y  correspondant  a  raccroissenient  h  de  Tare  s  y 
on  a  done 

Metant  une  quantite  finie  dependant  de  la  valeur  de  s  rela- 
tive a  la  premiire  extremite  de  I'arc,  el  de  sa  longueur  A. 

Si  done  dans  les  deux  membres  Ton  changeait  5  en  54-//,, 
et  qu'on  designat  par  coj  raccroissement  correspondant 
de  od,  on  aurait 

&),  =  M,  hhi. 
Si  Aj  =  A,  on  a 

w,  =M,A% 

et  il  en  serai t  de  m&me  pour  les  accroissements  d'ordre  plus 
eleve,  comme  nous  Tavons  vu  en  general  pour  toutes  les 
fonctions  (n**  74). 

115.  Dans  un  cercle,  la  courbure  d'un  arc  quelconque 
s'obtiendrait  en  multipliant  celle  d'un  arc  egal  a  Tuiiite 
par  la  longueur  de  Tare  donne.  Dans  une  courbe  quel- 
conque, il  n'en  sera  plus  ainsi  evidemmenl*,  mais  si  Ton 
ne  considere  qu'un  arc  infiniment  petit,  le  produit  de  la 
courbure,  en  une  de  ses  extremites,  par  sa  longueur,  en 
donnera  la  courbure  a  une  quantite  pres,  infiniment  pe- 
tite par  rapport  a  elle ,  puisque  le  rapport  de  la  courbure 
exacte  de  cet  arc  a  Tare  m^me  ne  diffifere  que  d^une  quantite 
infiniment  petite,  de  la  limite  que  nous  appelons  courbure 
en  un  point.  De  sorte  que  si  cette  courbure  d'un  arc  infi- 
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nimefiit  petit  ne  doit  elre  considefi^e  que  comiue  element 
(I'une  sonime  dont  on  cherche  la  limite,  il  n'y  aura  aucune 
erreur  dans  le  resultat;  et  par  consequent,  dans  la  re- 
cherche de  la  courbure  d'un  arc  fini  d'une  courbe  quel- 
conque,  on  peut  agir  de  la  mftme  maniere  que  si  c'^tail 
un  cercle,  pourvu  qu'on  partage  cet  arc  en  parties  infini- 
ment  petites,  et  que  pour  chacune  d'elles  oti  prenne  pour 
courbure  de  I'unite  de  longueur  la  courbure  en  un  qUelcon- 
que  de  ses  points. 

116.  Le  cercle  ayant  une  courbure  cotistante,  it  est  na- 
ture] de  le  prendre  pour  terme  de  comparaison,  et  de  faire 
connaitre  la  courbure  d'une  ligne  en  un  de  ses  points,  en 
donnant  le  rayon  du  cercle  dont  la  courbure  est  la  ni^me. 
Ce  cercle  se  nomrae  cercle  de  courbure^  et  son  rayon -»  rayon 
de  courbure.  Si  on  le  place  tangentiellement  a  la  courbe  au 
point  que  Ton  considfere,  en  tournant  sa  concavite  du  meme 
cdte  qu'elle,  son  centre,  considere  relativement  a  ce  point 
de  la  courbe,  prend  le  nom  de  centre  de  courbure. 

La  courbure  d'un  cercle  en  un  de  ses  points,  ou  la  cour- 
bure d'un  arc  de  ce  circle  egal  k  Tunit^  ^tant  le  rapport 
de  Tangle  de  ses  tangentes  extremes  ou  de  ses  normales 
extremes  a  la  longueur  ra^me  de  cet  arc,  sera  egale  a  Funito 
divisee  par  le  rayon  du  cercle,  puisque  nous  appelond  angle 
le  rapport  de  Tare  au  rayon.  II  s'ensuit  done  que /a  coar- 
bui'e  d'une  ligne  quelconque^  en  un  de  ses  points ,  est 
egale  it  V unite  divisee  par  le  rayon  de  courbure  en  ce  point > 

117.  Le  centre  de  courbure  est  la  limite  du  point  de 
rencontre  de  deux  normales  inflniment  voisines,  — 
Soient,  en  effet,  M  (fig*  5o )  un  point  quelconque  d'une 
courbe,  MT  la  tangenie,  M'N  la  tangente  au  point  inflni- 
ment voisin  M',  O  le  point  de  rencontre  des  normales  en 
M,  M'.  Lcs  quatrc  points  M,  N,  M',  O  seront  sur  un  cercle 
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ayant  pour  diametre  NO,  dont  la  limite  est  la  meme  que 
celle  de  MO  ou  M'O.  L'arc  de  ce  cercle  compris  entre  M  et 
M'  difiere  de  sa  corde,  et,  par  suite,  de  rare  MM'  de  la 
courbe,  d'une  quantite  iufiniment  petite  par  rapport  a 
lui-m^me  5  on  pourra  done  le  remplacer  par  ce  dernier, 
sans  qu'il  en  resulte  aucune  erreur  dans  les  limites  des 
rapports. 

Mais  Tangle  inscrit  MOM'  est  egal  a  Tare  de  cercle  in- 
lercepte  divise  par  le  diametre  :  il   est   d'ailleurs  egal  a 

TNM'.  Done        ^,Lw  =  ^>  TarcMNM'  etant    celui  du 

arc  WNM'       NO 

cercle.  Le  r6nipla9ant  par  Tare  MM'  de  la  courbe,  on  aura^ 

eu  passant  aux  li mites , 

,.      TNM'  I  I 

lifn. 


Mi\r        Urn.  NO        lim.  MO 

TNM' 
Mais  lim.   ^,„.-  etant  la  courbure  en  M  est  eeale  a  Tuniic? 
MM'  ^ 

dlTls^e  par  le  rayon  de  courbure. 

On  Toit  done  que  la  limite  de  MO  est  egdle  au  rayon  de 

courbure  5  Gl  le  centre  de  courbure  en  un  point  quelconquc 

en  la  limite  du  point  de  rencontre  de  la  nonnttle  en  ce 

point  a^ec  la  nonnale  infiniment  ^voisine, 

11 8.  Les  courbures  des' deux  moities  d^un  arc  infiniment 
petit  de  premier  ordre,  ne  peuK^ent  dijferer  que  d\in  infi  - 
niment  petit  du  second.  —  Car  si  h  desii^ne  la  longueur 
de  cet  arc  et  w',  w"  les  courbures  des  deux  moities,  on 
aura 

w'  =  M  -, 
2 

M  etant  une  quantite  finie.  Mais  w''  n'etani  autre  chose  que 
la  valeur  qur  prend  m'  quand   on  (banp;r  dans  M,   .^  vn 
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A -♦ — ?  on  aura,  par  ce  qui  precede, 


«"-  w'  =  M'.  {^ 


M!  etant  une  quantite  finie.'On  voit  done  que  les  courbures 
des  deux  raoities  d'un  arc  infinimenl  petit  du  premier 
ordre,  ne  peuvent  differer  que  d'un  infinimenl  petit  du 
deuxieme  ordre. 

H9.  La  difference  entre  un  arc  injiniment  petit  et  sa 
cordeest  du  meme  ordre  que  le  cube  de  tare,  —  En  effet, 
Tare  etant  compris  entre  la  corde  et  la  sommedes  tangentes 
extremes,  AMikve  de  I'une  ou  de  I'autre  de  ces  deux  quan- 
tites,  moins  qu'elles  ne  different  Tune  de  I'autre. 

Or  les  angles  de  la  corde  avec  chacune  des  tangentes 
etant  moindres  que  celui  des  tangentes  entre  elles,  lequel 
est  du  m^me  ordre  que  Tare,  sont  au  moins  de  cet  ordre  in- 
finitesimal. On  a  done  un  triangle  dont  un  c6te  est  infini- 
ment  petit,  et  les  angles  adjacents  sont  du  m^me  ordre  au 
moins  que  ce  cdt^^  d'ou  il  suit  (n**  \i\)  que  la  difference 
de  ce  c6te  a  la  somme  des  deux  autres  est  au  moins  du  m^me 
ordre  que  le  cube  du  cote,  ou  de  Tare  qui  est  du  m^me  ordre 
que  le  c6te.  II  en  est  done  ainsi,  a  plus  forte  raison,  dela 
difference  de  Tare  a  la  corde  ou  a  la  somme  des  tangentes. 
Ces  diflR^rences  seront  du  troisiipie  ordre,  si  Tare  est  du 
premier. 

120.  La  difference  d'un  arc  infiniinent  petit  a  la  tan- 
gente  menee  h  tune  des  extremites  de  Fare  et  tetminee  h 
Vordonnee  menee  par  Tautre^  est  de  F ordre  du  carre  de 
Fare. 

Soient  Tare  MM' [fig.  5 1),  MT  sa  tangenteterminee  a  Tor- 
donnee  VM!\  il  s'agit  d'evaluer  Tordre  infinitesimal  de  la 
difference  cnlre  MT  et  cet  arc. 
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Reniarquons  d'abord  en  general  que  la  portion  M'T  de 
Torclonnee  est  du  second  ordre.  Car  on  a  la  proportion 

M'T       sinM        „   ,      „,^       MM' sin  M 
MM'        suit'  smT 

Mais  nous  avons  vu  que  Tangle  M  est  au  moins  du  ni^me 
ordre  que  Tare  ou  la  corde  MM',  et  sin  T  est  fini ;  done  la 
pariie  M'T  d^une  secante  quelconquefaisant  un  angle  Jlni 
ax^ec  la  tangente^  est  de  F ordre  du  cane  de  MM'  ou  de I'arc 
propose. 

Si  maintenant  on  abaisse  M'l  perpendiculaire  sur  MT, 
MI  differera  de  Thypotenuse  MM' d'un  infiniment  petit  de 
Tordre  du  cubede  MM'  au  moins  (n°  109),  de  plus  IT  est 
de  I'ordre  du  carre  de  MM',  puisqu'on  a 

IT  =  M'T  COST, 

el  IT,  etant  la  difference  de  MT  a  MI,  est  la  difference  de 
MT  a  Tare  MM'  en  negligeant  un  infiniment  petit  de  I'ordre 
du  cube  de  MM';  d'oii  il  suit,  comme  nous  Favons  annonc^, 
quecette  derniere  difference  est  de  Tordre  du  carre  de  Pare. 
Elle  sera  done  du  second  ordre  si  I'on  prend  I'arc  du  pre- 
mier. 

II  enserait  de  m^mepour  la  langente  menee  au  point  M' 
et  terminee  a  Tordonnee  MP.  L'une  de  ces  tangentes  est 
plus  grande  que  I'arc,  T autre  plus  petite. 

121 .  Rem^irque.  —  On  pent  conclure  de  ce  qui  precede 
que  les  longueurs  des  deux  normales  en  M,  M'  terminees 
a  leur  point  de  rencontre  O  dillSrentd'une  quantile  qui  est 
au  moins  du  second  ordre.  Car  cette  difference  est  la  partie 
d'une de  ces  normales,  comprise  entre  le  point  M'  et  le  cercle 
d&rit  de  O  comme  centre  avec  OM  pour  rayon.  Or  ce 
cercle  etant  tangent  a  la  courbe  en  M,  il  suffit  d'appliquer 
la  proposition  quivient  d  etre  demontreesur  M'T.  La  diffe- 
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de  I'elemenl  MN  sin  NMI,  on  considire  un  terme  infini- 
mcnt  petit  de  Tordrc  p,  il  fournira  dans  la  sommc  un 
terme  de  Tordre  p  —  i .  En  effet,  on  pent  le  repr^senier 
par  kdf^  k  elant  une  quantitc  finie  variable.  La  somme 
des  m  valeurs  qu'il  prend  est  egale  a  la  somme  des  facteurs 
af  multipliee  par  une  moyenne  k^  entre  les  premiers  fac- 
teurs At,  c'est-a-dire  a  mk^  af,  Ce  qui  est  evidemmenl  de  * 
i'ordre  p  —  i,  puisque  ma  est  une  quantite  finie.  Procedons 
maintenant  au  calcul  de  la  somme  en  question,  en  negli- 
geantdans  sa  valeur  totale  les  quantites  infiniment  petites 
du  troisieme  ordre. 

Nous  voyons  d'abord  qu'a  ce  degre  d'approximation  nous 
pouvons  substituer  Tare  a  a  sa  corde  MN,  car  leur 'diffe- 
rence est  de  I'ordre  de  a'  ^  c'est-a-dire  du  sixi^me,  puisque 
a  est  du  second  :  et  comme  Tangle  NMI  est  moindre  que 
Tangle  o  que  la  tangente  en  M  fait  avec  OB,  augmente  de  la 
courbure  co  de  MN,  et  a  plus  forte  raison  moindre  quell 
qui  est  du  premier  ordre,  on  voit  qu'en  prenant  a  au  lieu 
de  la  corde  MN,  on  neglige  dans  Texpression  generale  de 
NI  une  quantile  du  septieme  ordre,  au  moins.  Or,  d'apres 
la  remarque  pr^cedente,  elle  ne  pourra  donner  dans  la 
somme  qu'une  quantite  du  sixieme  ordre  :  on  pent  done  la 
negliger  au  degre  d' approximation  que  nous  nous  sommes 
propose,  et  prendre  pour  valeur  de  AB  I'expression 

2  a  sin  NMI. 

On  pent  encore  la  simplifier  en  remplacant  sin  NMI  par 
Tangle  NMI;  car  leur  difference  ^tant  du  troisieme  ordre, 
son  produit  par  a  sera  du  cinquieme,  ce  qui  ne  produirait 
sur  AB  qu'une  erreur  du  quatrieme.  Done  nous  pouvons 
prendre  pour  NI  Texpression  plus  simple 

«.  NMI. 

Et  mfemenous  pouvons  remplacerNMI  par  f  dontil  differe 
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d'un  angle  moindre  que  la  courbure  de  MN  qui  est  du  se- 
cond ordre ;  car  nous  negligeons  ainsi  dans  a .  NMI  une 
quantite  du  quatrieme  ordre  qui  ne  pourrait  affecter  AB 
que  d^une  erreur  du  troisienoie  ordre,  que  nous  devons  ne- 
gliger.  Ainsi,  au  degre  d' approximation  demand^,  nous 
pouTons  prendre 

AB  :=  2  fa. 

II  fautmaintenant  expriraer  (p  au  moyen  deFarc  OM  =  na, 
afin  de  pouvoir  cffectuer  cette  sommation. 

Get  angle  (p  n  est  autre  chose  que  la  somme  des  courbu- 
res  ft)  des  n  premiers  arcs  a ;  et  si  elles  etaient  toutes  egales 
a  la  courbure  «'  du  premier,  (p  serait  egale  a  /lo)'.  Or  il  est 
facile  de  voir  qu'on  pent  les  considerer  ainsi,  au  degre  d' ap- 
proximation demande. 

En  effet,  d'apres  le  n**  122,  une  quelconque  des  diffe- 
rences o) —  ti)'est  un  infiniment  petit  du  troisieme  ordre. 
Ainsi  la  difC^rence  de  (p  a  nco'  est  egale  a  n  quantit^s  du 
troisieme  ordre,  et  pent  se  mettre  sous  la  forme  A  na^^  A 
etant  fini;  or  cette  quantite  est  moindre  que  Kma?^  qui  est 
du  second  ordre,  puisque  ma  est  Gni;  done  Kna^  est  au 
moinsdusecond ordre.  En prenantdonc(p=7>&)',  I'erreur  est 
du  second  ordre,  et  Qa  est  en  erreur  d' une  quantite  du  qua- 
trieme, qui  ne  produira  sur  la  somme  2^a  qu'une  erreur 
du  troisieme,  que  nous  devons  negliger.  Nous  pouvons  done 
nous  bomer  a  la  valeur  beaucoup  plus  simple 

AB  =  2  /I  aw'  =  aw'  2  n. 

Mais  n  passant  par  toutes  les  valeurs  de  o  a  m  —  i , 
on  a 

m  (m  — i) 

2, 

Done 

m  ( m  —  I )  a  w'  \    /    ^ 

AB  =  — ^ =  (  w  —  1.)  w' .  -. 

I.  II 
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Mais  on  peut  substituer  m  km  —  i,  vu  qu'il  n'en  resulte 
pour  AB  qu'une  erreur  du  troisiAme  ordre  :  et  par  les  ni6- 
mes  raisons  que  precedemment,  mts/  ne diflE^re  de  la  somme 
des  courbures  od  des  m  arcs  a,  que  d'une  quantity  du  second 
ordre.  Substituant  cette  somme  ilk  mo)',  il  n'en  resuUera 
done  sur  AB  qu'une  erreur  du  troisieme  ordre ;  el  au  degre 
d'approximation  demand^,  on  aura  enfin 

AB  = 

Ce  qui  donne  le  iheoreme  suivant  : 

La  p^pendiciilaire  abaissee  d'une  extremite  (Tun  arc 
infiniment  petit  du  premier  ordre,  sur  la  tangente  menee 
a  Vautre  extremite,  est  egale  a  la  moitie  du  produit  de 
Varc  par  sa  courbure,  a  un  infiniment  petit  pres  du  troi- 
sieme ordre, 

124.  L* angle  forme  par  la  corde  d'un  arc  infiniment 
petit  du  premier  ordre^  auec  la  tangente  au  milieu  de  cet 
arc,  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Soienl  AA'  cet  arc,  O  son  milieu,  el  B'OB  lalangenle;  la 
corde  AA'  fail  avec  BB'  un  angle  dont  le  sinus  est  egal  a  la 
difference  des  perpendiculaires  AB,  A'B',  divisee  par  la 
corde.  Soienl  fl,  fl'  les  courbures  des  deux  moiti^s  OA,OA', 
on  aura,  d'aprfes  lenumero  precedent,  en  designanl  par  ia 
la  longueur  de  Tare  AA', 


et,  par  suite, 


0.a       ^_,       n'a 
AB  =  — ,     A'B'=: : 

2  2    ' 


AB— A'B'  =  (n  — il')  .  -. 

'        2 


Or  nous  avons  vu  (n^  114)  que  la  difference  des  courbures 
de  deux  arcs  egaux  consecutifs,  infiniment  pelits  du  pre- 
mier ordre,  est  du  second :  done  fl  —  Ql  est  du  second  or- 
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dre;  et,  par  suite,  la  ditUtehce  AB —  A'B'  est  dii  iroi*- 
si^e  :  son  rapport  a  A  A'  est  done  du  second*  Ainsi  le  sinus 
de  Tangle  de  AB  avee  la  tangente  au  miliett  O  de  Fare  soUs- 
tendti  est  du  second  ordre;  et  par  consequent  aussi  cet 
angle Ini^m^me est  infiniment  petit  du  second  ordre^  coiaine 
ndus  Pavlons  annonc^. 

125.  Remarqtjes  diverses.  —  Les  perpendiculaires  AB, 
A'B'  etant  du  second  ordre,  celle  qu'on  abaisserait  du  mi- 
lieu I  de  AA'  serait  aussi  du  second ;  il  en  serait  de  m6me 
evidemment  de  la  perpendiculaire  elevee  de  I  sur  AA'  et 
terminee  a  BB^  ou  a  la  courbe  :  et  encore  de  la  perpendi- 
culaire abaissee  de  O  sur  AA'. 

Remarquons  encore  que  dans  le  triangle  rectangle  OAB 
le  c6te  OB  et  Tangle  O  etant  du  premier  ordre,  la  diffe- 
rence de  rhypotenuse  OA  a  OB  sera  du  troisieme  ordre. 
Done  aussi  la  difference  de  I'arc  OA  a  OB  sera  du  troisiSme 
ordre, 

—  Si  Ton  avait  en  O  (Jig'  53)  une  seconde  courbe  tan- 
gente k  la  premiere  et  ayant  m^me  courbare  en  ce  point, 
et  que  Foh  prit  un  arc  OAi  =±=  OA,  la  perpendiculaireAi  Bi 

serait,  au  troisieme  ordre  pres,  egale  a— —»  ilj  etant  la 

courburede  Tare  0A|  dont  le  rapport  a  11  a  Tunite  pout  li- 

A  B 
mite  pai  hypoth^se.  Done  la  limite  du  rapport  -^— ^estTu- 

nite,  et,  par  consequent,  la  difference  de  AiBi  a  AB  est  in- 
finiment petite  par  rapport  a  AB,  et,  par  consequent,  d'un 
ordre  superieur  au  second. 

De  plus,  on  voit  que  BBi  sera  au  moins  du  troisieme 
ordre,  puisque  c'est  la  difference  de  OB  et  OBj  qui  diffe- 
rent des  arcs  egaux  OA,  OAi  de  quantites  du  troisieme 
ordre.  II  en  resulteque  AAi  est  Thypotenuse  d'un  triangle 
dont  un  c6te  est  d^un  ordre  superieur  au  second,  et  Tautre 

II. 
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au  moins  du  troisieme,  et,  par  consequent,  AAi  est  d'un 

ordre  superieur  au  second. 

U  est  encore  important  de  remarquer  que  la  longueur 
d^une  corde  AS  comprise  entre  deux  courbes  ayant  m^me 
courbure  en  O,  et  dont  la  direction  limite  fait  un  angle  (ini 
avecla  tangente  commune  enO,  est  d'un  ordre  superieur  au 
second.  Car  on  a 

sin  A I 


AS  =  AAi 


sinS  ' 


et  comme  sin  S  reste  fini,  AS  est  au  moins  du  m^me  ordre 
que  AAi. 

Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  considirc  le  cercle  de  cour- 
bure d'une  courbe  quelconque,  qu'a  partir  du  point  de 
contact  on  prenne  un  arc  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  et  que  de  son  extremite  on  mine  une  secante  fai- 
sant  un  angle  fini  avec  la  tangente,  la  partie  comprise 
entre  les  deux  courbes  sera  d'un  ordre  superieur  au  se- 
cond. 

126.  Si  Ton  menc  une  tangente  parallele  a  la  corde  AA', 
Tare  MT  (fig*  53)  compris  entre  son  point  de  contact  T 
et  le  milieu  M  de  Tare,  ayant  pour  courbure  Tangle  de 
ses  tangentes  extremes,  qui  est  le  m6me  que  celui  de  la 
corde  et  de  la  tangente  au  milieu,  sera  infiniment  petit 
du  second  ordre ,  comme  ce  dernier ;  d'ou  resulte  cctte 
proposition  : 

Varc  compris  entre  le  milieu  (tun  arc  infiniment  petit 
du  premier  ordre  et  le  point  de  contact  de  la  tangente  pa-- 
rallele  a  la  corde  de  cet  arc,  est  infiniment  petit  du  second 
ordre. 

Si  sur  le  milieu  I  de  la  corde  AA'  {fig*  54)  on  Ahye  une 
perpendiculaire,  elle  reuconlre  Tare  en  un  point  P,  egale- 
ment  distant  de  Act  A'.  Orchacunedes  cordes  ^gales  AP, 
A'P  ne  diffiSrant  de  I'arc  qu'elle  sous-tend  que  d'un  infini- 
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menl  pelit  du  troisiime  ordre,  les  deux  arcs  AP,  A'P  ne 
peuTent  avoir  entre  eux  qu'une  difference  du  m6me  ordre. 
Mais  cette  difference  est  le  double  de  PM,  puisque  M  est  le 
milieu  de  Tare  entier  :  done  MP  est  infiniment  petit  du 
troisiime  ordre. 

Ainsi  : 

MT  est  infiniment  petit  du  second  ordre  j 

MP  est  du  troisieme  ^ 

Et,  par  suite,  TP  esWu  second. 

127.  Si  Ton  joint  le  point  I  aux  points  M ,  T,  et  qu'on 
mene  les  cordes  PM,  TP,  la  premiere  sera  du  troisiime 
ordre  et  la  seconds  du  second ,  comme  leurs  arcs  respec- 
tifs. 

Or  nous  avons  vu  que  IP  est  du  second  :  done  V angle 
PIM  est  infiniment  petit  (n°  HO).  Mais  dans  le  triangle 
TIP  les  c6tes  TP,  PI  etant  du  m^me  ordre,  le  rapport  des 
sinus  des  angles  opposes  a  une  limite  finie,  et,  par  con- 
sequent, ces  deux  sinus  ont  des  limites  finies  ou  tendent 
lous  deux  vers  zero.  Or  ce  dernier  cas  ne  pent  arriver  : 
car  il  faudrait  pour  cela  que  le  troisieme  angle  en  P  ten- 
dit  vers  deux  droits  ou  vers  zero,  ce  qui  n'est  pas,  puis- 
que la  direction  TP  est  infiniment  voisine  de  celle  de  la 
tangente  en  M ,  et,  par  consequent,  de  celle  de  AA',  a  la- 
quelle  IP  est  perpendiculaire^  done  Tangle  TIP  a  une 
limite  finie . 

Ainsi,  en  joignant  le  milieu  de  la  corde  au  milieu  de 
Hare  et  au  point  oil  la  tangente  est  parallele  h  la  cotde^ 
on  a  deux  directions ,  dont  la  premiere  a  une  limite  per* 
pendiculaire  h  la  corde^  et  la  seconde^  oblique. 

128.  Les  angles  formes  par  les  tangentes  aux  extremi- 
tes  d^un  arc  infiniment  petit  ai^ec  sa  corde^  peuuent  etre 
regardes  comme  egaux^  et  les  tangentes  comme  egaleSy  ctt 
negligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre. 
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Solent  A  A'  (fig>  55)  un  arc  infiaimeQ^  petit  du  pre- 
mier ordre;  AV,  A'V  scs  tangeutes  extremes,  doot  Tangle 
eKterieur  V  mesure  la  courbure  de  Tare  AA^  La  taugente 
men^e  au  milieu  M  de  cet  arc  fait  avec  AY,  A'V  des  an- 
gles MTV,  MT'V  ^gaux,  au  second  ordre  pris,  comme  mue- 
surant  les  courbures  des  arcs  egaux  AM,  A'M  (n^  118). 
Or  ces  deux  angles  diflf^reQt  des  angles  respectifs  A,  A'  de 
Tangle  m^me  des  deux  droites  TT',  AA',  lequel  est  du  se- 
cond ordre.  Done,  comme  nous  Taviipns  annonce,  les  angles 
des  tangentes  extremes  avec  la  cordesont  egaux y  a  un  infi- 
niment  petit  pres  du  second  ordre^  et  donnent  la  mesure 
de  la  demi-courbure  de  Farcj  a  ce  mdme  degre  d^approxi- 
mation. 

Cela  pose,  il  est  facile  de  prouver  qu'il  en  est  de  m^me 
des  c6tes  AV,  A' V  du  triangle  AV  A'.  En  effet,  on  a 

A^V_  sin  A 
AV^sinA'' 

sId  a  a 

et  comme  la  limite  de    . '     ,  est  la  ra^me  que  celle  de  -7» 

smA'  *  A 

qui  est  egale  a  Tunite,  il  en  resulte 

,.      A'V 

II  est  facile  d'aiUeurs  d'appr^cier  Tordre  de  la  difference 
A'V — AV.  En  effet,  Tequation  precedente  donne 

'A— A'\        A -4- A' 

_, -__~EX___ 

AV  sm  A'  sin  A' 

ce  qui  est  une  quantite  infiniment  petite  du  premier  ordre, 

pulsque( J  est  du  second  et  sin  A'  du  premier.  Le 

X'V AV 

rapport  — — —  etant  du  premier  ordre,  A'V  —  AV  est  du 

second. 


A'V      AV  A        •    A'       2sm   cos 1 

A'  V  —  AV       sin  A  —  sin  A  \      a      /  a 
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Done  les  longueurs  des  tangentes  extremes  soni  egales^ 
au  second  ordre  pres. 

129.  Les  angles  inscrits  dans  un  segment  dont  Fare  est 
injiniment  petit  du  premier  ordre^  sont  egaux^  au  second 
ordre  pres ;  leurs  supplements  mesurent  la  moitie  de  la 
courbure  de  Farc^  au  meme  degre  d' approximation. 

Soient  Tare  AA'  (^g.  55  his)  et  un  angle  insorit  quel- 
conque  AM  A'.  Si  Ton  menela  tangente  TMT,  Tangle  UMA' 
sera  partage  en  deux  angles,  dont  Tun  mesure  la  demi- 
courbure  de  A'M,  et  I'autre  celle  de  AM.  Done  F angle 
UMA'  peut  etre  regarde  comme  constant  et  egala  la  demi- 
coubure  de  A  A',  au  second  ordre  pres. 

L'angle  inscrit  AMA'  est  done  aussi  constant,  au  second 
ordre  pres. 

130.  Expression  du  rayon  de  courbure^  au  mqyen  d'in- 
finiment  petits  du  second  ordre.  —  Consid^rons  une  courbe 
rapport^ea  un  systeme  de  coordonn^es  rectangles  X^y^  que 
nous  regarderons  comme  fonctions  d'une  m^me  variable 
independante  t,  Oesignons  par  h,  Ar,  /  les  accroissements 
infiniment  petits  que  prennent  a:,  y  et  Tare  de  la  courbe, 
quand  t  prend  un  accroissement  ol\  et  par  A^,  ft^,  /i,  les 
accroissements  de  A,  h  et  /  correspondants  a  un  nouvel  ac- 
croissement a  donn^  a  t» 

Soit  M  (fig>  56)  un  point  quelconque  de  la  courbe;  AP, 
MP  ses  coordonnees  x^j  correspondantes  a  la  valeur  t  dc  la 
variable  independante.  Lorsque  t  croit  de  a,  a:  ety  croissent 
de  quantites  PPi  =  A,  QiMi  =  /r,  et  determinent  le  point 
Ml  de  la  courbe,  dont  les  coordonnees  seront  APi  =  a;-f-A, 

P.M,=j-hA. 

Si  dans  ces  fonctions  de  t  on  fait  encore  croitre  <  de  a^ 
AP|  ou  x-hh  prendra  un  accroissement  egal  k  la  somme 
de  ceux  que  prendront  les  deux  parties  x  et  A,  c'est-a-dire 
A-h/ii.  De  m6me  MjPt  ou  y-hk  croltra  de  A  -f-  ^i. 
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Soient 

on  aura  ainsi  un  nouveau  point  Mt  de  la  courbe. 

PrenonsPiP'  =  PPi  =  A,  menons  Mtl  parallele  a  AX, 
et  la  droite  MM,  qui  coupe  en  M',  V  les  paralleles  a  AY 
partant  de  F,  Pj ;  on  aura 

P'P,=  A,,     «-M'I=M.Q,— M,Q,=  X,,    wFm,'=/i;4-XJ. 

En  negligeant  les  infiniment  petits  du  troisi^me  oixlre,  on 
peut  prendreles  cordes  MMi ,  M,  M,  au  lieu  des  arcs  qu'elles 
sous-tendent  et  dont  les  valeurs  sont  /,  /+ 1^ ;  on  peut 
done  ^crire  MM,  =  M'M,  =  /,  M, M,  =  /•+■  It ,  et  par  suite 
/i  =  M,M,  —  MjM'.  Abaissant  M'D  perpendiculaire  sur 
Ml  Ma,  on  a,  au  troisieme  ordre  pr^s, 

M,D=M,M,  — M,M'=M,M3—MM„     done     M,D=:/,. 

Designant  par  ot>  la  courbure  de  Tare  MM,,  on  aura 
M'MiM,  =  a)(nM29),etcommeM'D=M,M'sinM'M,M„ 
on  aura 

d'ou  Ton  tire  pour  expression  de  la  courbure  de  Tare  infini- 
ment petit  /, 

(ft  __  ■■  ■ 

et  le  rayon  de  courbure  R  qui  est  la  limite  de  -•>  aura  pour 
expression 

R  =  lim.    , 

Remarque.  —  Si  Ton  mene  la  tangentc  MV  en  M,  on 
aura 

M,V'=:2M,V. 

En  effet,  nous  avons  vu  que  Tangle  VMiM,  mesure  la 
courbure  de  Tare  MM,,  taudis  que  VMM,  n'en  mesure  que 
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la  moitie  ^  on  a  done 

V'M,M,  =  2VMM,, 

et  comparant  les  valeurs  de  VMi,  VM,  dans  les  triangles 

MVMjjMiV'M, ,  on^trouve  immedialement 

ce  qu'il  fall  ait  d^montrer. 

131 .  Si  sur  deux  courbes  tangentes  on  prend^  a  partir 
du  point  de  contact j  des  arcs  infiniment  petits  egaux^  la 
droite  qui  joint  leurs  extremites  a  pour  direction  limite 
celle  de  la  normale  commune. 

SoientM  {Jig,  67)  le  point  de  contact,  MM' =  MMi, 
et  snpposons  d'abord  que  les  deux  courbes  soient  de  c6t^s 
differents  de  la  tangente  commune.  Dans  le  triangle  rec- 
liligneMM'Mi,  la  difference  des  c6tes  MM'^  MMj,  que 
nous  considererons  comme  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  est  du  troisieme  ordre,  puisque  les  arcs  sont  ^gaux ; 
de  plus ,  Tangle  compris  M  etant  la  somme  de  ceux  que 
chaque  corde  fait  avec  la  tangente,  est  aussi  du  premier 
ordre  (n®  128).  Done  les  limites  des  angles  M',  Mi  sont 
des  angles  droits  (n^  H2),  et  comme  les  direction s^des  c6tes 
MM',  MMi  out  pour  limite  celle  de  la  tangente  en  M ,  il 
en  resulte  que  la  limite  de  la  direction  de  M'  Mj  est  celle  de 
la  normale  au  point  M. 

Mais  si  les  courbures  etaient  dans  le  meme  sens,  les  deux 
arcs  MM',  MMi  seraient  du  m^me  c6le  de  la  tangente,  et 
Tangle  M  serait  la  difference  des  deux  angles  du  premier 
ordre  que  les  cordes  font  avec  la  tangente  commune.  Get 
angle  pourrait  done  ne  pas  ^tre  du  premier  ordre,  comme 
dansle  cas  precedent*,  et  Ton  pent  craindre  que  la  conse- 
quence ne  soit  pas  la  meme.  Or  nous  avons  demontre  que 
CCS  angles  nc  difKrent  des  moities  des  courbures  des  arcs, 
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que  de  quantites  du  second  ordre.  Si  done  les  courbures  des 
deux  courbes  en  M  sont  diflTi^rentes,  ce  qui  esl  le  cas  g^ne- 
Ta\,  les  deux  angles  qui  mesurent  les  courbures  des  arcs 
MM',  MMi  different  d  une  quantiti6  du  m^me  ordre  que 
ces  arcs,  puisque  les  limites  finies  des  rapports  de  ces  angles 
a  la  longueur  de  Pare  sont  inhales.  Ainsi,  en  laissant  de 
c6te  les  points  particuliers  ou  la  courbure  est  la  m^me, 
Tangle  M  sera  toujours  du  premier  ordre,  et,  par  suite, 
les  angles  M',  Mi  ont  pour  limites  des  angles  droits.  Done 
la  limite  de  la  direction  M^Mi  est  generalement  celle  de  la 
normale  commune. 

Exemples  de  la  determination  des  centres  de  courbure. 

132.  CyclQide.  — Soit  T  {^g»  58)  le  point  de  contact  du 
circle  geuerateur  correspondant  au  point  quelconque  M  de 
la  cycloide.  Nous  savons  qu'en  prenant  sur  le  cercle  un  arc 
infiniment  petit  MI,  menant  IM'  paralLeie  a  AB  et  ^gal  a 
Ml  5  puis  prenant  TT  =  MI  =  IM',  le  point  M'  appartient 
a  la  cycloule,  et  'F  est  le  point  de  contact  correspondant  du 
cercle  g^nerateur  avec  la  base. 

Cela  pos^,  MT,  M'T^  sont  deux  normales  infiniment 
voisines,  et  la  limite  de  leur  point  de  rencontre  N  est,  d  V 
prds  C£  qui  precede,  le  centre  de  courbure  de  la  cycloide , 
correspondant  au  point  M. 

Or,  si  Ton  joint  IT  et  qu'on  mine  MK  parallele  a  AB, 
on  aura  HK  =  TT^,  et  on  reconnait  facilement  que  le  rap- 
port de  MH  a  MI  et,  par  suite,  a  TV  tend  vers  Tunit^ ;  car, 
dans  le  triangle  rectiligne  MIH,  les  deux  angles  I  et  H  ont 
une  mama  limite  finie.  En  e0et,  La  corde  MI  a  pour  direc- 
tion limite  celle  de  la  tangente  MU  au  cercle ;  et  la  direc- 
tion IHT  a  pour  limite  celle  de  MT;  done  Tangle  I  du 
triaDgle  a  pour  limite  TMU.  L'angle  H  du  m&me  triangle, 
ou  son  egal  THK,  a  ^videmment  pour  limite  TMR.  Or  cet 
angle  est  egal  a  TMU,  puisque,  d'apres  les  proprietes  con- 
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nues  da  cercle,  MT  est  la  bbsectrice  de  UMK;  done  la  li-^ 
mite  du  rapport  des  cotes  MH,  MI  est  runite.  II  en  est  done 
de  m^me  de  la  limite  du  rapport  de  MH  a  Tare  MI,  ou  a 

MK. 

son  egal  TV.  Done  la  limite  du  rapport  —7  est  2.  Mais  le 

rapport  — ^  est  constamment  egal  a  — -  Done  la  limite  de 

MN  est  2MT5  ^^  o^  Aursi  le  centre  de  courbure  O  en  pre- 
nantTO  =  TM. 

Jinsi  dans  la  eycloi'de  le  rayon  de  courbure  est  double 
de  la  normale. 

i33.  Ellipse  rapportee  a  ses  foyers.  —  Soient  F,  F' 
[fiS'  ^9)  ^®**  deux  foyers,  a,  h  les  deux  demi-axes,  5,  &  les 
rayons  vecteurs  d'un  point  quelconque  M  de  I'eUipse,  M'  un 
second  point  infiniment  voisin  de  M ;  MC,  M^C  les  bissec- 
trices  des  angles  F'MF,  F'M'F,  qui  seront  les  nonnales  en 
M,  M'.  Le  rayon  de  courbure  en  M  sera  la  limite  du  rap- 

port  -^9  puisque  Tangle  C  des  normales  est  egal  a  celui 

des  tangentes  aux  extremites  de  Tare  MM'. 

Comme  nous  n'avons  en  vue  qu'une  limite  de  rapports, 
nous  pourrons,  d'apres  les  remarques  faites  pr^c^emment 
(n^lOT),  remplac^r  1^  quantites  infiniment  petites  par 
d'autres,  dont.le  rapport  avec  elles  aura  Tunite  pour  limite, 
et  ecrire,  comme  si  elles  etaient  e^actes,  les  equations  ou 
elles  entreront :  nous  avons  demontre  que  le  r^sultat  cher- 

IVTM' 
che  lim.  n'en  sera  aucunement  alt^r^.  Nous  donnons 

ainsi  un  premier  exemple  de  ce  moyen  si  commode  de  sim- 
plification. Rien  ne'sera  plus  facile,  au  reste,  que  de  faire 
les  m^mes  calculs  en  conservant,  comme  nous  Tavons  fait 
jusqn'ici,  Texactitude  absolue  des  Equations. 

Les  deux  triangles  F'MI,  CVIM'  ayant  un  angle  egal,  la 
^omme  des  deux  autres  est  la  m^mc  de  part  et  d'autre  \  d'ou, 
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en  designant  par  F'  Tangle  infiniment  petit  MFM',  par  o) 
Tangle  donne  F^MO,  et  de  m£me  par  F  et  oo'  les  angles 
MFM',FM'(y, 

O'  — F'  =  «  — 0)', 
et  de  m&me 

O'— F  =  «'— «; 

d'ou,  eu  ajoutant, 

20'  =  F-t-F'. 

Ainsi,  en  designant  par  R  le  rayon  de  courbure  cherche, 
on  aura 

2  MM' 


R  =  lira. 


F  +  F' 


Nous  allons  calculer  les  angles  F,  F'  dans  les  triangles 

FMM',  WMM!j  en  les  substituant  a  leurs  sinus*,  nous  sub- 

stituerons  de  m&me  Tare  MM'  a  sa  corde,  nous  substilue- 

rons  a  la  direction  de  la  corde  MM'  celle  de  la  tangente  en 

M,  et  aux  angles  des  rayons  veeteurs  avec  MM',  les  limites 

de  ces  angles,  e'est-a-dire  le  complement  de  w.  Les  valeurs 

de  F,  F'  ainsi  calculees  ne  diflereront  des  veritables  que  de 

quantites  infiniment  petites  par  rapport  a  elles-m6mes,  et, 

MM' 
par  consequent ,  la  limite  du  rapport  = — -;  ne  sera  pas 

J:  "T-  r 

alter^e. 

Nous  trouverons  de  cette  maniere 

„       MM'  cos  w       „,       MM'  cos  w 
F  =  — ^— ,     F'  =  — -j^, 


d'ou 


n  w^l  ....<  I    •  '    \  2«MM'C0S(» 

F  +  F'  =  MM'coso.U  +  ^     = , 


el,  par  suite, 


R=: 


a  coS(tf 
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Or  on  salt  que  cos  w  =  -=z  9  et  que  la  longueur  n  de  la 
normale  MN  a  pour  expression 

/I  =  -  dW. 

a 
D'ouresultenl  les  formules  suivantes  : 


fi  cos  w  =  —  J     =  —  1 

a        cos  &>         a 


n  =  -—  5        JX  =: 7—  —  -7—  J 

cos*w  ao  6* 

ou,  en  designant  par  p  le  demi«parametre, 


n^ 


Ceite  formule  s'applique  egalement  a  F  hyperbole  et  a  la 
parabole. 
Celle  de  ces  formules  qui  donne  pour  R  la  construction  la 

plus  facile  est  R  =  -; — p  qui  montre  que  le  rayon  de  cour- 

bure  projete  d'abord  sur  MF',  puis  de  la  sur  la  normale, 
donne  la  longueur  m6me  de  la  normale  MN.  II  en  resulte 
que  si  au  point  N  on  el6ve  une  perpendiculaire  a  MN  5  qu'au 
point  H  ou  elle  coupe  F'M  on  eleve  une  perpendiculaire  a 
F'M,  son  point  de  rencontre  C  avec  la  normale  sera  le 
centre  de  courbure. 

134.  Le  tbeoreme  suivant  a  ^te  demon tre  par  Newton. 
(Pn/ic,  section  HI,  prop.  11.) 

Si  dans  la^g^.  Sg  on  mene  M'Q ,  M'P,  la  premiere  paral- 
Ule  et  la  seconde  perpendiculaire  a  FM,  Q  etant  le  point 
*  de  rencontre  de  la  premiere  avec  la  tangente  en  M,  et  P 
de  la  seconde  avec  FM  ;  on  aura 


,.      M'P        nb^ 
M'Q  a 
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En  efiet,  la  distance  infiniment  petite  de  M'  a  la  tangente 

■a 

pent  6tre  consideree  comme  egale  a  — ^  5  done 


MM' 

M'  Q  =  — ;     d'ailleiirs     M'  P  =  MM'  cos  « • 

Done,  en  ne  considerant  que  la  limite  du  rapport,  on  pent 
ecrire 


M'P  ^       ,  2^^ 

— — -—  =s  2  R  COS*  GO  =  2  /I  cos  »  =  • 

M'Q  a 

135.  Spirale  logarithmique, . —  Soient  M,  M'  [fig^  60) 
deux  points  infiniment  voisins^  A  le  p6le,  MO,  M'O  les 
deux  normales  en  M,  M';  il  s'agit  de  trouver  la  limite  du 
point  O.  Les  rayons  vecteurs  AM,  AM'  ^tant,  comme  nous 
Favons  vu,  ^alement  inclines  sur  les  normales  correspon- 
dantes,  les  angles  A  et  O  sont  egaux,  et  les  quatre  points 
A,  M,  M',  O  sont  sur  un  m^me  cercle.  Mais  lorsque  M'  tend 
vers  M,  ce  cercle  tend  a  devenir  tangent  a  la  spirale  eh  M, 
puisque  la  s^cante  commune  MM'  tend  vers  la  tangente  a 
la  spirale*,  done  ce  cercle  a  la  limite  a  pour  normale  MO  : 
son  centre  est  done  sur  MO  •,  la  limite  C  de  O,  ou  le  centre 
de  courbure,  est  done  I'extr^mite  du  diam^tre  de  ce  cercle 
dontMest  Fautre  extremite.  L'angle  MAC  est  done  droit, 
et  on  a  le  centre  de  courbure  en  elevant  en  A  uneperpendi- 
culaire  au  rayon  vecteur,  et  chercbant  sa  rencontre  avec  la 
normale. 
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CHAPITRE  XVIII. 

D6vELOPP6ES   DES   COURBES   PLANES. 


136.  Si,  sur  chacune  des  normales  a  une  courbe  plane 
qaelconque,  on  considere  le  centre  de  courbure  correspon- 
dant,  qui  est  la  limite  de  la  rencontre  de  cette  normalc 
ayec  une  normale  infiniment  voisine,  on  obtiendra  pour 
lieu  de  ces  centres  une  courbe  tangente  a  toutes  les  norma- 
les (n**  76).  Cette  courbe  se  nomme  la  deyeloppee  de  la 
premiere,  et  celle-ci  s'appelle  la  dex^eloppante  de  Fautre. 
Les  developpees  jouissent  d^une  propriete  retnarquable,  a 
laquelle  elles  doivent  leur  nom,  et  que  nous  allons  fairc 
connaitre. 

Soient  M  [fig*  6i)  un  point  quelconque  d'une  courbe, 
MO  sa  normale,  O  le  centre  de  courbure,  M'  un  point  de  la 
courbe,  distant  de  M  d'une  quantite  infiniment  petite  du 
premier  ordre,  C  le  centre  de  courbure  correspondant ;  les 
deux  droites  MO,  tA!Of  seront  tangentes  a  la  developpee  aux 
points  O  et  O,  Or,  conune  la  longueur  MO  du  rayon  de 
courbure  depend  de  la  position  de  M,  on  de  la  longueur  de 
1  arc  de  la  courbe  donnee,  compte  a  partir  d'une  origine 
quelconque  sur  la  courbe,  on  pent  r^arder  MO  comme 
ane  fonctionde  Fare;  ainsi,  d'apres  un  principe  pose  pr^* 
c&lemment,  Taccroissement  infiniment  petit  de  MO,  ou  la 
dif£§rence  M'O^  —  MO,  sera  generalement  de  m^e  ordre 
que  MM';  et  de  m^me  Faccroissement  OO'de  Tare  de  la 
developp^  sera  de  Fordre  MM',  pnisque  Fare  de  la  d^ve* 
loppee  est  aussi  une  fonction  de  celni  de  la  propose. 
Matntenant  il  est  facile  de  reconnaitre  que  la  longueur  do 
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Tare  00',  el  la  difference  des  deux  rayons  de  courbure 
MO,  M'O'  ne  peuvent  differer  que  d'une  quantite  infini- 
ment  petite  par  rapport  a  elles-raemes. 

En  effet,  elevens  en  M  et  O  des  perpendiculaires  a  MO, 
qui  rencontrent  la  norm  ale  M'O'  en  T  et  H.  La  partie  TM' 
est  d'un  ordre  superieur  au  premier,  puisque  MT  est  lan- 
gente  et  que  J  a  direction  HT  n  a  pas  pour  limite  celle  de  la 
tangente  (n°  120).  De  plus  la  longueur  HT  ayant  MO  pour 
projection  sur  la  normale  avec  laquelle  sa  direction  fait  un 
angle  infiniment  petit  du  premier  ordre,  la  difference entre 
OM  et  HT  sera  infiniment  petite  du  second  ordre.  Done 
la  difference  entre  M'H  et  MO  sera  infiniment  petite  d'un 
ordre  superieur  au  premier,  puisqu'il  en  est  ainsi  de  la 
partie  TM',  dont  nous  n'avons  pas  cherche  a  preciser  exac- 
lement  I'ordre. 

II  suit  de  la  que  la  difference  entre  M'O'  et  MO  sera  HO', 
a  une  quantite  pres  d'un  ordre  superieur  au  premier.  Or 
Tare  OO'  et  la  tangente  O'H  a  la  developpee  ont  une 
difference  du  second  ordre  (n'^  120)  :  done  enfin  OO'  et 
M'O'  —  MO  ne  peuvent  avoir  qu'une  difference  infiniment 
petite  par  rapport  a  elles-m&mes;  et,  par  consequent,  si 
Ton  considere  la  somme  d'arcs  infiniment  petits  00'  for- 
mant  un  arc  fini  determine  de  la  developpee,  cet  arc  sera 
egal  a  la  limite  de  la  somme  des  accroissements  successifs 
des  rayons  de  courbure.  Et,  comme  cette  somme  d'accrois- 
sements  n'est  autre  chose  que  I'accroissement  total,  ou  la 
difference  des  rayons  de  courbure  extremes,  on  arrive  a 
cette  conclusion :  Un  a  re  fini  de  la  dei^eloppee  d'unecourbe 
quelconque  est  egal  a  la  difference  des  deux  rayons  de 
courbure  de  cette  courbe^  correspondants  aux  deuxextrC" 
mites  de  cet  arc.  Et  cette  proposition  s'appliquant  a  toutes 
les  grandeurs  des  arcs  de  la  developpee,  s'applique  evidem- 
ment  aux  arcs  infiniment  petits;  d'oul'on  voit  que  la  diffe- 
rence entre  OO'  et  M'O'  —  MO,  que  nous  avions  demon- 


DES    QUANTIT^S    COMSIDJ&RiES    GOMMB    LlMlTES.  tjy 

tree  eire  d'un  ordre  superieur  au  premier,  etail  rigoureuse- 
mentegale  a  zero. 

137.  II  suit  de  ce  qui  precede  que,  si  Fon  suppose  un  fil 
flexible  et  inextensible  applique  sur  la  developpee  jusqu'a 
un  certain  point  quelconque,  a  partir  duquel  il  s^en  s^pare 
tangentiellement  et  se  prolonge  jusqu^au  point  oil  il  coupera 
la  courbe  proposee*,  qu'ensuite  on  developpe  la  par  tie  en- 
roulee,  en  tenant  toujours  le  fil  tendu,  et  sans  glissement 
sur  la  courbe,  son  extremite  sera  toujours  sur  la  courbe 
doon^e.  Car  Taccroissement  de  la  partie  rectiligne  du  fil 
tangent  sera  toujours  egal  a  Pare  de  la  developpee  compris 
entre  deux  points  de  contact,  ou  a  la  difference  des  rayons 
de  courbure  correspondants ;  done  la  partie  rectiligne  sera 
toujours  la  longueur  ni^me  du  rayon  de  courbure,  et,  par 
suite,  Textremite  sera  toujours  sur  la  courbedonnee.  Le  lieu 
des  centres  de  courbure  d^une  courbe  pent  done  servir  a  de- 
crire  cette  courbe  par  son  developpement  en  ligne  droite, 
el  c'est  de  la  que  lui  vient  le  nom  de  developpee. 

138.  Dev^eloppee  de  la  eyclo'ide.  — ^  Soient  M  un  point 
quelconque  de  la  cycloide  (fig-  62),  MN  la  uormale,  NMD 
le  cercle  g^neraleur,  R  le  rayon  de  courbure  •,  on  a 

R  =  2MN: 

on  aura  done  le  centre  de  courbure  O,  relatif  au  point  M, 
en  prenant  NO  =  MN,  Mais  si  au  milieu  I  de  la  base  on 
^lAvela  perpendiculairc  IB  egale  au  diametre  2a  du  cercle 
generateur,  et  qu'on  mene  en  B  une  parall^le  BV  a  la  base, 
le  cercle  decrit  sur  la  perpendiculairc  NC  comme  diametre 
passera  par  O  :  Tare  NO  sera  done  egal  a  Tare  MN  du  cer- 
cle NMD,  et,  par  suite,  4  la  ligne  AN.  DoncOC=NI=:BC. 
Done  le  point  O  appartient  a  la  cycloide  decrite  par  un 
point  d'un  cercle  ayant  ia  pour  rayon,  le  point  B  pour  ori- 
gine,  et  BV  pour  base. 

I.  12 
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La  d^vdopp^  de  la  cycloi'de  AEA'  se  compose  done  de 
deux  demi-cyclojdes  AB,  A'B,  ideutiques  avec  la  premiere, 
et  dont  le  prolongement  se  rapporterait  aux  branches  sui- 
vantel^  deeelle-ci. 

139.  La  difference  de  deux  rayons  de  courbure  etant 
^ale  B  Tare  de  la  developpee,  compris  entre  les  deux  points 
de  coBtMt,  et  le  rayon  de  courbure  de  AEA'  ^tant  nul  au 
point  A,  la  ligne  MO  est  egale  a  Tare  AO.  Done  dans  toute 
cycloi'de  AOB,  Tare  compris  entre  le  sommet  A  et  un  point 
quelconque  O,  est  double  de  la  corde  NO  du  cercle  gen^ra- 
teur  NOC  qui  passe  en  ce  pointy  proposition  deja  demon- 
tree  precedemment  par  d'autres  considerations. 

Ainsi,  en  revenant  a  la  cycloi'de  primitive,  on  aurait 

ME  =  2  MD, 
•et,  par  consequent, 

AE  =  4fl     et     AEA'=:8fl. 

Si  Ton  fait  2  a  — y  =j^,  c'est-a-dire  si  Ton  compte  lesj' 
a  partir  de  E,  dans  le  sens  EI,  et  que  Ton  pose  EM  =  5, 

on  aura 

s^=^%  ay'. 

Telle  est  I'equalipn  de  la  cycloi'de  entre  Tordonnee  el  Tare, 
comptes  a  partir  de  son  sommet. 

140.  Divcloppee  de  laparabole.  — Soient  requation 
y^  z=z2  px  (fig.  63),  M  un  point  quelconque  de  la  para- 
bole,  MIN  la  normale,  O  le  centre  de  courbure^  on  aura, 
d'apr^s  une  formule  donnee  pr^^emment, 

P' 
Soient  X,  y  Ics  coordonnees  de  M ;  a,  6  celles  de  O,  et  9 


DES    QUANTIT^S    GONSIDSe^ES    COMME    LIMITES.  1 79 

Tangle  de  MO  avec  la  parall^leMI  a  Taxedes  j^5  on  aura 

MN  =  (^»  4- /?')»,  J— 6=:MOcos(|/,   a  — ^  =  MOsin(p, 

P  Y  '  P 

tang  y  =  — »     cos  =  ^     sm  y  = 


On  tire  de  la 

Entre  ces  deux  equations  et  celle  de  la  parabolej^'  =  a^x, 
si  Ton  elimine  x  ety,  on  aura  Tequation  du  lieu  des  points 
0,  ou  de  la  developpee.  On  trouve  ainsi 

27/? 

On  peul  remarquer  que  1  'equation  precedente  a  =  3  a:  -h  /^ 
iudique  une  construction  fort  simple  du  centre  de  cour- 
bure  0.  Car  Tabscisse  OP  de  ce  point  elant  egale  a  3x-hpy 
on  a  NP  =  2  j:.  II  suifit  done  de  mener  la  normale  inde- 
finie  MN,  de  prendre  NP  double  de  Tabscisse  du  point 
donne  M,  et  d^^lever  en  P  une  perpendiculaire  a  Taxe.  Sa 
rencontre  avec  la  normale  dono^ra  ^e  centre  de  courbure. 

141.  Deueloppee  de  la  spirale  logarithmique,  —  Nous 
avons  trouv^  que  le  centre  de  courbure  C  de  cette  courbe 
est  le  point  de  rencontre  de  la  normale  et  de  la  perpendi- 
culaire men^  par  le  p6le  au  rayon  vecteur  {^g.  6o).  Le 
rapport  de  AC  a  AM  etant  constant,  puisque  les  angles  du 
triangle  AMC  sont  constants,  il  s'ensuit  que  deux  rayons 
vecteurs  quelconques  de  la  developpee  seront  dans  le  mc^me 
rapport  que  deux  rayons  vecteurs  quelconques  de  la  spirale, 
faisant  enlre  eux  le  m^me  angle  que  les  deux  autres.  Si  done 
on  fait  tourner  la  developpee  autour  de  A,  jusqu  a  ce  qu'un 
de  ses  points  soit  sur  la  spirale,  toutes  les  autres  y  seront  de 
mt^me,  et  les  deux  courbes  coincideront.  La  developpee  de  la 
spirale  logarithmique  n  est  done  autre  chose  que  cette  spirale 
m^mequi  a  tourne  d'un  certain  angle  autour  du  p6le. 


12. 
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CHAPITRE  XIX. 

D^PLACEMENT  D'UNE  FIGURE  SUE  UN  PLAN.  PROBLEME 
DE  LA  ROULETTE  :  M1?:TH0DE  DE  DESCARTES  POUR 
MENER  LES  TANGFISTJib  AUX  GOURDES  QU'ELLE 
DEGRIT.  GENERALISE:  IO:\  DE  GETTE  QUESTION. 
CENTRE    INSTANTANt    DE    ROTATION. 


142.  Lorsque  Ton  considere  sur  un  plan  tixe  une  figure 
invariable  qui  se  deplace  d'une  maniere  continue,  suivant 
une  loi  arbilraire,  un  point  quelconque  appartenant  a 
cettefigure^  ou  lie  invariablementa  elle,  decrit  unecourbe 
dependante  de  cetle  loi,  et  dont  les  g^ometres  du  xvii*  si&cle 
ont  etudie  un  cas  parti culier.  Leurs  rechercbes  ont  fait 
faire  des  progres  a  la  geom^trie,  et  le  probl^me  qui  en  a  ete 
Foccasion  a  conserve  beaucoup  de  celebrite.  Us  supposaient 
une  courbe  roulant  sans  glisser  sur  une  autre  supposee 
fixe,  et  ils  se  sont  d'abord  propose  de  mener  la  tangente  a 
la  courbe  decrite  par  un  point  lie  a  cellequi  se  deplace.  Le 
premier  cas  qu'ils  ont  etudie  est  celui  du  roulement  d'un 
cercle  sur  une  droite^  un  point  du  cercle  m^me  decrit  la 
courbe  que  nous  avons  nommeecy chide ^  etqu'on  a  d'abord 
appelee  roulette. 

Nous  ne  nous  proposons  pas  de  faire  connaitre  les  diffe- 
rent s  procedes  employes  dans  cette  recbercbe  5  nous  nous 
bornerons  a  la  metbode  donnee  par  Descartes,  comme  ia 
plus  simple  et  la  plus  generate. 

Concevons  d'abord,  au  lieu  de  deux  courbes,  deux  poly- 
gones  ayant  leurs  c6les  respectivement  egaux,  dont  Tun  soit 
fixe  el  Taulre  sc  mcuve  de  maniere  que  les  coles  egaux  s'ap- 
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pliquerit  success! vement  les  uus  sur  les  autres.  Un  point 
lie  au  polygene  mobile  decrira  une  suite  d'arcs  de  cercles 
dont  les  centres  seront  les  sommets  successifs  du  polygone 
fixe,  et,  par  consequent,  la  normale  a  Tun  quelconque  de 
ces  arcs  passerapar  le  sommet  commun  aux  deux  polygenes. 
Si  maintenant  on  suppose  que  les  c6tes  des  polygenes  dimi- 
nuent  indefiniment,  de  maniere  que  ces  polygenes  tendent 
a  se  confondre  avec  les  courbes  donnees,  cette  preprietede 
la  normale  en  un  point  quelconque  subsistant  toujours, 
quelle  que  soit  la  petitesse  des  c6tes,  elle  aura  encore  lieu 
pour  la  courbe  limite  de  Tensemble  des  arcs  de  cercle,  c'est- 
a-dire  pour  celle  que  decrit  le  point  lie  a  la  courbe  mobile. 
Done  on  aura  la  normale  en  un  point  quelconque  de  ce 
lieu,  en  le  joignant  au  point  de  contact  correspondant  des 
deux  courbes.  L^  tangente  sera  la  perpendicul aire  a  cette 
ligne. 

Telle  est  la  methode  de  Descartes.  Elle  s'applique  a  des 
courbes  quelconques. 

Mais  on  risqucrait  de  se  tromper  si  on  la  suivait  trop 
loin,  par  exemple  pour  la  determination  de  la  courbure; 
et  il  faut  y  regarder  de  tris-pres  pour  reconnaitre  que  ce 
qui  suffitpour  la  tangente,  est  insufSsant  pour  lacourbure. 
C'est  pourquoi  nous  aliens  reprendre  la  solution  en  mettant 
plus  de  rigueur  dans  les  raisonnements. 

143.  Soient  LL'  [fig^  64)  la  courbe  fixe^  SS'  la  courbe 
mobile;  M  le  point  de  contact  pour  une  position  quel- 
conque de  SS';  A  la  position  correspondante  du  point  li^ 
a  SS',  et  qui  decrit  la  courbe  en  question. 

Prenons  sur  les  deux  courbes  donnees  deux  arcs  infini- 
ment  petits  egaux  MlVr,  MMi ;  les  points  M',  M,  seront 
coincidents  quand  le  point  de  cor:iact  des  deux  courbes  sera 
M,,  puique,  d'apris  lad^finUien  rh;  roulement  sansglisse- 
ment,  les  arcs  qui  separen!  des  jioints  de  contact  corres- 
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pohdants^  pris  sur  les  deux  courbes,  doivent  ^tre  egauic. 
Pour  amener  le  sjsteme  mobile  dans  la  position  qu'il  aura 
alors,  on  pent  le  faire   mouvoir  d'abord  de  manii&re  que 
tous  les  points  decrivent  des  droites  egales  et  paralleles  a 
M'Mi ,  ce  qui  am^nera  M'  en  Mj  ^  puis,  laissant  le  point  M' 
fixe  en  Mi,  faire  tourner  le  systeme  aU tour  de  ce  point,  de 
mani^re  que  la  tangente  en  M'  coincide  avec  celle  en  Mj. 
Dans  ce  dernier  mouvement  toutes  les  droites  s'inclineront, 
surleur  premiere  direction,  d'un  angle  egal  a  celui  des  tan- 
gentes  en  M'  et  Mi,  c'est-a-dire  de  la  somme  ou  de  la  diffe- 
rence des  courburies  des  deux  arcs  MM',  MMi,  suivant  que 
ces  courbures  seront  de  sens  contraire  Ou  de  m^me  sens.  Si 
done  nous  menons  A  A'  egal  etparallele  a  M'Mi,  et  que  de 
Ml  comme  centre,  avec  un  rayon  egal   k  A'Mi,  qui  nest 
autre  chose  que  AM',  nous  decrivions  un  arc  de  cercle  A'Ai, 
tel  que  Tangle  A'MiAj  soit  egal  a  celui  des  tangentes  en 
M'  et  M, ;  Ai  sera  la  position  exacte  de  A,  correspondante 
au  contact  en  Mi  :  AAt  sera  done  la  secante  an  lieu  decrit 
par  A^  et  la  limite  de  sa  direction  sera  la  tangente  cherchee. 
Or  les  deux  c6tes  MM',  MMj   du  triangle  rectiligne 
MM'Mi  ayant  pour  limite  de  leur  rapport  I'unite,  et  oom- 
prenant  un  angle  infiniment  petit,  le  troisieme  cote  M'Mi 
est  infiniment  petit  par  rapport  aux  deux  autres.  De  plus, 
I'angle  des  tangentes  en  M',  Mi  est  g^n^ralement  du  pre- 
mier ordre,  m^me  lorsque  les  courbures  sont  de  meme 
sehs.  Son  egal  A'Mi  Aj  sera  done  du  premier  ordre^  et  il 
en  sera  de  m6me  de  la  droite  A'Aj ,  puisque  A'M,  a  une 
lotigueur  finie.  Done  dans  le  triangle  AA'Ai ,  le  cotis  AA' 
est  infiniment  petit  par  rapport  a  A'A] ;  par  consik[uent, 
Tangle  Ai  a  pour  limite  zero,  et  la  direction  de  la  secante 
AAi  a  la  m^me  limite  que  celle  de  A' Ai.  Mais  cette  derAi^e 
tend  a  fkire  un  angle  droit  en  A'  avec  la  droite  A'M]  dont  la 
position  limite  est  AM  ^  done  enfin  la  limite  de  la  direction 
AAi  5  ou  la  tangente  cberch^e,  est  perpendiculairea  AM. 
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Expression  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  decrite  par 
un  point  lie  a  la  courbe  roulante. 

144.  Une  courbe  donnee  U' V  (fig*  65 )  roulant  sans  gli^- 
s«r  sur  une  courbe  fixe  UV,  un  point  M  lie  a  U' V  d^crit 
une  courbe,  dont  on  demande  le  rayon  de  courbure  en  un 
quelconque  de  ses  points. 

Soient  A  le  point  de  contact  des  deux  courbes  correspon- 
dant  a  une  position  quelconque  M  du  point  decriyatit-, 
0,  Of  les  centres  de  courbure  de  ces  courbes,  qui  se  rap- 
portent  au  point  A .  On  sait  que  AM  sera  la  normale  a  la 
courbe  decrite  par  M ;  nous  designerons  par  n  sa  longueur 
AM,  etpar  (f  Tangle  qu'elie  fait  avec  la  normale  commune 
OCy  aux  deux  courbes  donn^es. 

Prenons  sur  ces  courbes  deux  arcs  infiniment  petits 
egaux  AN ,  AN'.  Soit  M'  la  position  qu'aura  prise  M  lors- 
que  N'  sera  venu  s'appliquer  sur  N ;  MN'  vienJra  dans  la 
position  M'N ;  elle  sera  la  normale  en  M'  :  le  point  de  ren- 
contre X  de  M'N  et  MA  sera,  a  la  limite,  le  centre  de  cour- 
bure de  la  courbe  en  question^  etMX  sera,  a  la  limite,  le 
rayon  de  courbure,  que  nous  designerons  par  p. 

Dans  ce  mouvement,  qui  amene  N'  en  N,  et,  par  suite, 
la  tangente  en  N'  sur  la  tangente  en  N,  toutes  lea  lignes 
du  syst&me  se  sont  inclinees  d'un  angle  ^gal  a  celui  de  ces 
deux  tangentes,  ou  de  leurs  perpendicnlaires  N'C,  NO. 
Cet  angle  est  O+O',  et  pent  ^tre  regarde  comme  ayant 

pour  mesure 

AN       AN' 

ou,  a  cause  de  AN  =  AN', 
La  droite  N'M  etant  venue,  dans  ce  m6me  mouvement, 
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coincider  avec  M'NX ,  s'est  inclinee  d^uu   angle  egal  a 
N'MA-hX. 

Mais,  en  negligeant  les  infiniment  pelits  sans  influence 
sur  le  resultat,  on  peut  prendre 

ANcos?  ANcosj 

^^^ AM-'     ^=-AX~ 

La  somme  de  ces  deux  angles  sera,  en  employanl  les  nota- 
tions precedentes, 

AN  cos  cp  ( -  H ,  , 

^  \n       p  —  «/ 

egalant  ces  deux  expressions  de  la  rotation  du  systeme,  il 

vient 

I        1        /i  I 


R       R'        \n       p  —  n^ 
d'ou  Ton  tire 

(0  P=      "''^-"^'^ 


cosf ; 


/?(R  +  R')  — RR'cosy 
OU 

(  I  RR^COSy 

^^^  p  ~'«""/i^(RH-R')' 

Les  formules  (i)  et  (^)  resolvent  la  question^  et  donnent 
le  rayon  de  courbure  du  lieu  de  M ,  au  moyen  des  rayons  de 
courbure  des  deux  courbes  donnees,  en  leur  point  de  con- 
tact A  correspondant  a  M,  et,  en  outre,  de  la  position  du 
point  Ml  par  rapport  a  A  et  a  la  normale  a  ces  courbes. 

II  n'est  done  besoin  de  connaitre  aucune  autre  chose  rela- 
tivement  aux  courbes  donnees,  que  leurs  rayons  de  cour- 
bure au  point  que  Ton  considere.  Ainsi  Ton  pourrait,  en 
ce  point,  leur  substituer  deux  autres  courbes  ayant  m^me 
courbure  qu'elles,  et,  par  consequent,  leurs  cercles  de 
courbure  eux-m^mes.  Le  lieu  decrit  par  le  point  M  ne  serai t 
plus  le  m^me,  mais  au  point  en  question  il  aurait  toujours 
pn^me  courbure. 
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Si  la  ligne  V\  est  droitt,  on  a 

R  =  co,     et,parsuite,     p  = — , 

■^  "^      /»— E'cos^i 

cetjuiest  immediatement  applicable  a  lacyclolde  et  ramine 
au  resulut  d^jii  trouv^. 

Si  U'V  est  UTie  ligne  droite,  UV  etant  une  courbe  qael- 
conque,  on  a 

R'  =50, 

dlaformule  (i)  devient 


''       n  — Rcosip' 

si  de  plus  le  point  M  etait  situe  sur  la  droite  mobile,  on 
10  rail 

?=  -1      et,  par  suite,      p=:  n. 

\x  cenire  de  courbare  serait  done  an  point  de  contact  A; 
«t,  en  effei,  dans  ce  tas  la  courbe  d^rite  nc  serait  autre 
chose  qu'une  developpanie  de  la  courbe  fixe. 

OisERVATiov.  —  Si  la  courbe  UV  tournait  sa  convexiie 
en  sens  contraire,  il  faudrait  changer  Ren  —  R  dans  les 
formules  (i)  ei(a),  pourvu  touiefois  que  le  centre  de  coiir- 
bure  X  se  trouvfkt  toujours,  comme  on  I'a  suppose,  sur  le 
prolongement  de  MA. 

Si  au  contraire  le  point  X  se  trouvait  du  m^e  c6te  que 
^\-  il  faudrait  changer  p  en  —  p  dans  ces  monies  formules. 

Application  aux  epicyclo'ides. 

"'.  Si  Ton  suppose  que  les  courbes  UV,  U'V  (fig.  66} 
lis  cercles,  ct  que  Ir  poiiU  M  appaitienne  au  cercle 
I  coui'hi;  df'i'i  iii;  sera  ce  qii'ou  appelle 


la  fcrinrile  (i) 


i 
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Le  triangle  AMB  donnant 


n 


cosv  =  ^, 


on  aura 


^   ^  ^         R-f>2R'  R-f-  2R' 

Ainsi,  pour  avoir  Ic  centre  de  courbure,  il  suffit  de  pro- 
longer  la  normale  AM  d'une  quantite  AX  dont  la  valour 
est 

«R 


AX  = 


R  +  2R' 


Cette  remarque  donne  un  moyen  bien  simple  de  con- 
slruire  le  centre  de  courbure  X.  II  suffit  pourcela  de  tirer 
le  diametre  MMi,  puis  la  droiteMjO  :  la  rencontre  de 
cette  derniire  avec  MA  donnera  le  point  X. 

En  eiTet,  la  cordc  BMi  etant  parall^le  a  MA,  on  aura  la 
proportion 

AX  :  BMi ::  AO  :  OB 

ou 

AX  :  /I ::  R:  R-f-aR', 

ce  qui  demontre  la  proposition. 

Si  R  est  infini,  la  courbe  devient  une  cycloide,  et  Ton 
trouve  p  =  2n^  comme  on  Fa  vu  prec^enmient. 

Si  R  =«^  aR',  on  trouve  p  =  oo  en  chaque  point,  et  I'e- 
picycloi'de  se  reduit  a  une  ligne  droite. 

Si  le  point  M,  au  lieu  d'etre  sur  la  circonference  (y,  etait 
a  Tinterieur  ou  k  Text^rieur,  il  decrirait  ce  que  Ton  appelle 
une  epicycloide  allongee  ou  raccourcie^  a  laquelle  on  pour- 
rait  semblablement  appliquerla  formule  (i). 

Dev^eloppees  des  cpicyclo'tdes. 
i^B.  La  developpee  de  Tepicycloide  decrite  par  M  est  le 
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lieu  dcs  points  X ;  et  nous  aliens  demontrer  que  c^est  encore 
une  epicycloide. 

Soil  C  la  position  primitive  de  M;  on  a  alors  AM  =  o, 
etle  point  X  coincide  aussi  avec  C.  Prenant  ensuite  Fare 
CD  egal  a  la  demi-circonference  R',  le  point  M  est  en  m  a 
sa  distance  maximum  R-f-  2 R'  du  centre  O ;  et  le  point  X 
est  a  sa  distance  minimum  Ox  de  ce  m^me  point. 

Pour  connaitre  cette  derniere,  ilfaut  faire  /»s=2R'dans 
la  valeur  de  AX  ^  ce  qui  donne 

2RR'  ^  R» 

R  -^  2R'  R-+-2R" 

faisant 

O  JF  =  r,     Ikx  =  ar', 
on  aura  done 

_       R'  ,_      RR^ 

'*~R4-2R''      ''~RH-2R'' 

dou 

r:  r'  ::  R  :R'. 

Cela  pose,  dccrivons  du  centre  o  un  cercle  avec  le  rayon 
f\  qui  coupera  OB  en  I;  et  sur  AI  comme  diamitre,  decri^ 
vons  un  cercle  doiit  le  rayon  sera  r'.  II  est  facile  de  voir  que 
ce  cercle  passera  par  le  point  X^  car  MA^  prolonge  jusqu'a 

ce  cercle  tangent  en  A  au  cercle  C,  donnera  unecordedont 

,•  R 

le  rapport  a  MA  sera  cdui  des  rayons  —7  on       ■      ',• 


Cetle  corde  sera  done  4s9le  a ;; ;r-/  on  a  AX. 

^         R-+-2R' 

Main  tenant  les  arcs  AX  et  AM  etant  semblables  seront 
dans  le  rapport  des  rayons  /^,  R',  ou.  d'apres  ce  qui  pre- 
cede, dans  le  rapport  de  r !  R.  II  en  sera  de  meme  des  sup<« 
plements  deces  arcs,  et  Ton  aura,  par  consequent, 

IX:  AM,  ::r:R. 
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Mais  AMi  =  AD,  puisque  CD  est  egal  a  la  demi-circon- 
ference  MAMj . 
On  a  done 

IX  :  AD  ::r:  r::  o^:OD. 

Done 

IX  =  Ix, 

d'ou  il  resulte  que  le  point  X  est  constamment  sur  I'epiey- 

cloi'de  deerite  par  un  point  du  cercle  de  rayon  /  roulant  sur 

le  cercle  de  rayon  r,  ce  point  partant  de  x.  Le  point  de  re- 

broussement  de  cette  epicycloi'de  correspondra  done  au  som- 

met  m  de  la  premiere,  et  le  point  de  rebroussement  C  de  la 

premi&re  au  sommet  c  de  la  seconde. 

On  reconnait  facilement  que  les  deux  nouveaux  cercles 

r,  r'forment  un  systeme  semblable  a  celui  des  cercles  R,R', 

etqu'ainsi  les  deux  epicycloides  sont  semblables.  Ainsi,  la 

developp^e  d'une  epicycloi'de  estune  epicycloi'de  semblable, 

r  R 

etle  rapport  de  similitude  est-  ou  rr =-7» 

^^  R        R-4-2R' 


De  la  double  generation  des  epicycloides  planes. 

147.  Toute  epicyclo'ide  peut  ^tre  engeiidr^e  par  deux  cer- 
cles de  rayons  diflferents,  roulant  sur  un  m^me  cercle. 

1°.  Supposons  le  cercle  roulant  in terieur  au  cercle  fixe 
O  [fig*  67 ) .  Soient  AB  son  rayon,  B  le  point  de  contact  dans 
une  position  quelconque,  M  le  point  decrivant  dont  la  po- 
sition primitive  etait  I ;  on  aura  BM  =BI.  Parle  point  M, 
faisons  passer  un  cercle  de  rayon  OA  tangent  au  cercle  0. 
II  suffira  pour  cela  de  mener  le  rayon  OB'  parallile  a  AM  et 
de  prendre  OA'  =  AB  =  AM.  II  en  resultera 

A'R'=:OA  =  AM. 

Le  cercle  decrit  du  centre  A'  avec  un  rayon  egal  a  OA  pas- 
sera  done  par  M  et  sera  tangent  en  B'  au  cercle  O. 
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Cela  pose,  il  est  facile  de  voir  que  les  arcs  B'M,  B'l  sont 
egaux. 

En  effet,  puisque  la  figure  OAMA'  est  un  parallelo- 
gramme,  les  angles  B^A'M,  MAB,  BOB'  sont  egaux. 

Done 

A^  ^  AB  ~  OB ' 

Ajoutant  les  termes  des  deux  premiers  rapports  egaux,  on 
aura  encore  un  rapport  egal 


d'ou  resulte 


et,  par  suite, 


B'M  -+-BM 
OB ' 


BB'==B'Mh-BM, 


B'M=B'I. 


Done  le  point  M  appartient  a  repicycloi'de  decrite  par 
le  cercle  A'  roulant  int^rieurement  sur  le  cercle  O  en  sens 
contraire  du  cercle  A. 

Si  done  M  est  un  point  lie  invariablement  aux  deux 
cercles,  le  cercle  A'  tournant  dans  O  sans  glisser  fera  rou- 
ler  le  cercle  A  de  maniere  que  les  arcs  IB,  IB',  ^gaux  res- 
pectivement  a  MB,  MB',  soient  entre  eux  comme  les  rayons 
AB,  .OA;  et,  par  consequent,  les  vitesses  angulaires  des 
centres  A,  A'  aulour  de  O  seront  proportionnelles  aux 
rayons  de  ces  cercles, 

tP.  Supposons  maintenant  que  le  cercle  roulant  A  [fig  68 ) 
soit  exterieur  au  cercle  fixe  O. 

Soient  M  le  point  du  cercle  A  qui  decrit  Tepicycloide, 
I  sa  position  primitive  sur  le  cercle  O,  B  le  point  de  contact 
des  cercles  A,  O5  les  arcs  MB,  IB  seront  egaux. 

Menons  par  O  un  rayon  OB'  parallele  a  AM :  prenons 
0A'= AM,  et  decrivons  un  cercle  de  A'  comme  centre  avec 
un  rayon  egal  a  A'B',   c'est-a-dire  egal  a  la  somme  des 
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rayons  des  deux  cercles  donnes.  Ce  cerde  siera  tangent  en 
B'  au  cercle  O;  de  plus,  il  passera  par  M,  puisque  la  figure 
MAOA'  est  un  parall^logramme  et  que,  par  coosequ^it, 
A'M  =  OA=A'B'. 

Cela  pose,  les  angles  ^gaux  A,  A',  O,  ayant  des  mesures 
egales,  on  aura 

ab^oF^aTF' 

et  comme  le  denominateur  du  dernier  rapport  est  la  somme 
de  ceux  des  deux  premiers,  il  s'ensuivra 

MB' =  MB -H  BB' =  IB -+- BB'. 

Done  le  point  M  apparlient  a  r^icycloide  decrite  par 
un  point  du  cercle  A'  qui  roulerait  sur  le  cercle  O,  du  meme 
c6te  que  le  cercle  A . 

On  reconnait  facilement  (jue  les  vitesses  angulaires  des 
centres  A,  A'  sont  encore  proportionnelles  aux  rayons. 

Reciproquemcnt,  si  A'  etait  le  cercle  roulant  sur  le  cercle 
fixe  O  renferme  dans  son  int^rieur,  repicycloide  engendree 
par  un  point  de  ce  cercle  pourrait  6tre  engendree  par  un 
point  du  cercle  eKterieur  A,  ayant  un  rayon  egal  a  la  difTe* 
rence  des  deux  autres,  et  roulant  sur  O  du  m^me  cdte  que 
le  cercle  A'. 

On  pent  tirer  de  la  la  consequence  genercJe  que  toute 
epicycloide  pent  ^tre  engendree  par  le  roulement  de  deux 
cerrles  de  rayons  different^  sur  un  m^me  cercle.  Les  rayons 
de  ces  deux  cercles  ont  yne  somme  ou  une  difference  egale 
au  rayon  du  cercle  fixe,  el  le  point  de  coutact  de  ces  cercles 
generateurs  avec  le  cei\cle  fixe  se  deplace  en  sens  contraire 
si  ces  deux  cercles  sont  inlerieurs  Tun  a  I'iatutr^,  et  dajas  le 
meme  sens  dans  le  cas  contraire. 
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Comment  tout  deplacement  continu^  sur  un  plariy   se 
ramene  au  roulement  d'une  courbe  sur  une  autre, 

148.  Euler  a  demontre  qu'une  figure  tracee  sur  la  sur- 
face d'une  sphere  pouvait  ^tre  amenee  d'une  position  quel- 
conque  a  une  autre,  sur  cette  m^me  surface,  par  un  seul 
mouvement  de  rotation  autour  d'un'  point  de  la  sphere 
comme  p6le. 

Cette  proposition,  independante  de  la  grandeur  du  rayon 
dela  sphere,  s 'applique  ^videmment  au  plan,  et  d'ailleurs 
les  m&mes  raiaonnements  pen  vent  6tre  faits  directement 
dans  ce  cas  particulier.  On  pent  I'etablir  tres-simplement 
de  la  maniire  suivante  : 

Soient  A,  Ai  [fig*  69)   les  deux  positions  success] ves 
d'un  m^me  point  du  systeme  mobile  \  on  am^nerait  A  en 
Ai  en  donnant  k  Tensemble  un  mouvement  de  translation 
par  lequel  chaque  point  decrirait  une  droite  egale  et  paral- 
lUe  a  AAi.  II  suffira  done,  apres  cela,  de  laisser  le  point 
A  fixe  en  Ai  et  de  faire  toumer  le  systime  autour  de  ce 
point  jusqu^^  ce  qu'un  second  point  arrive  a  la  position 
qu'il  doit  occuper.  Or  ces  deux  mouvements  successifs  peu- 
vent  ^tre  ex^ut^  au  moyen  d'une  simple  rotation  autour 
d'un  point  fixe.  Eneflfet,  menons  VAj U  perpendiculaire  a 
AAi ,  et  par  Ai ,  deux  droites  faisant  avec  VU  des  angles 
egaux  a  la  moitie  de  Tangle  dont  le  syst&me  a  dii  tourner; 
inscrivons  entre  ces  deux  droites  les  lignes  MM',  NN'  egales 
etparallMes  a  AAi.  II  est  facile  de  voir  qu'apres  les  deux 
mouvements  de  translation  et  de  rotation,  Tun  des  deux 
points  M  ou  N,  considere  comme  lie  au  systfeme,  est  revenu 
a  sa  premiere  position.  Car  si  la  rotation  porte  de  la  direc- 
tion AjN  vers  AiN',  et,  par  consequent,  AiM'vers  AiN, 
il  est  evident  que  le  point  M,  parvenu  en  M'  apres  la  trans- 
lation, reviendra  en  M  apris  une  rotation  representee  par 


n 
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Tangle  M' A iM.  Et  si  la  rotation  eiait  en  sens  inverse,  le 
point  N,  amene  par  la  translation  en  N',  sera  ramene  en 
N  par  la  rotation. 

U  existe  done  un  point  du  systeme  qui  se  trouve  a  la 
memeplaee  quandle  systeme  passe  d'une  position  a  1' autre, 
et  par  consequent  ce  passage  peut  ^tre  efTectue  en  faisant 
tourner  le  systeme  autourde  ce  point.  II  est  facile  de  recon- 
naitre  que  Tangle  de  cette  rotation  unique  est  le  m^me  que 
celui  de  la  premiere.  En  effet,  supposons  que  M  soit  le 
centre  de  la  rotation  finale  ]  le  point  A  venant  en  Ai ,  Tangle 
de  rotation  sera  precisement  AMAi ,  qui  est  egal  a  MAi  M', 
puisque  AAi  etant  egal  et  parallele  a  MM',  il  en  resulte  que 
AM  est  parallele  a  AiM'. 

149.  Revenons  main  tenant  au  mouvement  continu  d^une 
figure  sur  un  plan. 

Considerous  un  nombre  indefiniment  croissant  de  posi- 
tions, infiniment  voisines,  du  systeme  entre  deux  quelcon- 
ques  de  ses  positions*,  on  pourrait  Tamener  de  chacune 
d'elles  a  la  suivante  par  une  simple  rotation  autour  d'un 
point  fixe.  Les  centres  successifs  sont  distauts  les  uns  des 
autres  de  quantites  d^autant  plus  petites,  que  les  positions 
sont  plus  voisines;  et  en  les  joignant  par  des  droites  on 
forme  un  polygone  determine.  On  peut  maintenant  consi- 
derer  les  points  lies  au  systeme  mobile,  qui  viennent  suc- 
cessivement  coincider  avec  les  sommets  de  ce  polygone; 
ils  formeront  un  autre  polygone  determine,  mobile  avec  le 
syst6me,  et  ayant  ses  cotes  successifs  respectivement  egaux 
a  ceux  du  polygone  fixe  sur  lesquels  ils  viendront  succes- 
sivement  s^appliquer.  On  peut  done  faire  passer  le  systeme 
par  toutes  les  positions  intermedi aires  que  Ton  a  choisies^ 
en  faisant  rouler  un  polygone  lie  avec  lui,  sur  un  autre 
polygone  fixe.  Concevons  maintenant  que  ces  positions  se 
multiplient  indefiniment,  on  se  rapproche  de  plus  en  plus 
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du  mouvement  continu  en  question  •,  ces  deux  polygenes 
tendent  vers  des  courbes  d^terminees,  ct  par  consequent  le 
mouvement  donne,  quel  qu'il  soit,  peut  &tre  opere  en  liant 
une  certaine  courbe  au  syst&me  mobile,  en  en  construisant 
une  autre  qui  reste  fixe,,  et  faisant  rouler  la  premiere  sur  la 
seconde  sans  glisser,  puisque  les  parties  de  polygone  qui 
s'enroulent  Tune  sur  Fautre  sont  constamment  ^gales. 
Telle  est  la  maniere  la  plus  simple  de  se  representer  le 
mouvement  continu  d^un  systeme  sur  un  plan;  elle  rentre 
dans  le  mouvement  de  roulette  que  les  geometres  avaient 
d'abord  consider  A;. 

150.  Les  centres  des  rotations  tres-petites,  ou  les  diffe- 
rents  sommets  du  polygone  fixe,  tendent  vers  des  points 
limites  qui  sont  ceux  de  la  courbe  fixe,  et  que  Ton  nomnie 
centres  instantanes  de  rotation -,  et  Ton  dit,  en  employantle 
langage  infinitesimal,  que  tout  mouvement  peut  ^tre  con- 
sider^ comme  compost  d'une  infinite  de  mouvements  de 
rotation  autour  de  ces  centres  instantanes.  Mais  il  faut 
toujours  entendre  par  ce  langage,  que  nous  avons  tant  de 
fois  explique,  que  ce  mouvement  est  la  limite  d'une  suite 
de  mouvements  de  rotation  dont  le  nombre  croit  indefini- 
meot,  et  qui  s'executent  successivement  autour  de  points 
qui  se  rapprochent  indefiniment  des  centres  instantanes. 

Mo  J  en  de  mener  la  tan  gent  e  a  la  trajectoire  dun  point 
quelconque  du  systeme^  quandon  connatt  les  tangcntes 
aux  trajectoires  de  deux  points, 

1 51 .  M.  Chasles  a  deduit  de  ces  considerations  un  moyen 
de  mener  la  tangente  a  la  trajectoire  d'un  quelconque  des 
points  du  systeme,  c'est-a-dire  a  la  courbe  qu'il  decrit, 
([uand  on  sait  mener  les  tangcntes  aux  trajectoires  de  deux 
de  ses  points.  II  I'a  m^rne  etendue  a  d'autres  cas,  comme 
nous  le  verrons  tout  a  Theure.  En  effet,  nous  avons  vu  que, 

I.  i3 
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pour  avoir  la  normale  en  un  point  quelconque  d^une  de  ces 
courbes,  il  suffisait  de  joindre  ce  point  au  point  de  contact 
de  la  courbe  roulante  avec  la  coUrbe  fixe,  c'est-i-dire  au 
centre  instantane  de  rotation.  Si  done  dn  pent  mener  les 
tangentes  aux  trajectoires  de  deux  points  du  systeilie)  aux 
points  correspondants  a  une  position  quelconque  de  ce  sys- 
t^me,  la  rencontre  des  normales  en  ces  points  fera  con- 
naitre  le  centre  instantan^;  et  en  lejoignant  k  un  point 
quelconque  du  systime  dans  cettd  m^me  position,  on 
aura  la  normale  a  la  trajectoire  de  ce  point  :  la  tangente 
s'ensuit. 

ExEMPLE.  —  Supposons  qu'une  droite  de  longueur  con- 
stante  se  meuve  de  mani^re  que  ses  extremit^s  restent  sur 
deux  droites  donnees;  un  quelconque  de  ses  points  decrira 
une  ellipse  dont  la  normale  s'obtiendra  en  joignant  ce  point 
au  poitlt  de  rencontre  des  perpendiculaires  aux  deux  droites 
mene^s  par  les  extr^mites  de  la  droite  mobile  dans  la  posi- 
tion correspondante  ail  point  que  Ton  oonsidire. 

Si^  au  lieu  des  deux  droites  fixes,  on  avait  deux  courbes 
auxquelles  on  saurait  mener  les  tangentes,  il  n'y  aurait  pas 
plus  de  difficulte.  Dans  le  cas  ou  ces  courbes  sont  des 
cercles,  U  courbe  d^cHte  par  un  point  de  la  droite  inscrite 
est  d^un  grand  usage  dans  les  applications  aux  machines. 

152.  Extension  de  cette  regie  au  cas  oil  une  droite  du 
sy Sterne  est  tangente  h  une  courhefixe^  ou  passe  par  un 
point  fixe* 

Cette  regie  pent  fetre  etendue  au  cas  ou  une  droite  du 
systime  se  mouvrait  tangentiellement  a  une  courbe  fixe 
donnee  \  cette  condition  pent  remplacer  la  connaissance  de 
la  trajectoire  d'un  point. 

II  est  inutile  de  parler  du  cas  ou  la  droite  roulerait  sans 
glisser  sur  la  courbe,  parce  que  le  centre  instantane  ne 
serait  autre  choseque  son  pointde  contact'  avec  cette  courbe^ 
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il  serait  done  connu  et  le  probleme  serait  resolu.  U  suffit 
done  de  consid^rer  le  cas  ou  les  loDgueurs  qui  s'enroulent 
I'line  sur  I'autre  sont  inegales,  et  ou,  par  consequent,  leurs 
parties  infiniment  pet^tes  correspondantes  n'ont  pas  pour 
limite  de  leur  rapport  Tunite ;  de  sorte  que  ces  parties  etant 
du  premier  ordre,  leur  difference  en  est  aussi.  Soient  UV, 
U'V  (y?g^.  yo)  deux  positions,  infiniment  voisines,  de  la 
droite  du  systime  qui  reste  tangente  a  la  courbe  fixe  SS'j 
M,  M'  les  points  de  contact  correspondants  a  ces  deux  posi- 
tions. Lorsque  UV  se  deplace,  celui  de  ses  points  qui  etait 
en  M  decfit  une  trajectoire  tangente  en  M  a  la  courbe  SS'. 
En  effet,  soit  Mj  sa  position  sur  U'V'5  la  difference  entre 
M'Mi  et  Tare  MM'  est  par  hypothese  du  m^me  ordre  que 
MM';  mais,  puisque  Tangle  des  tangentes,  ainsique  M'Mi 
sont  des  infiniment  petits  du  m^me  ordre  que  MM',  ou  du 
premier  ordre,  la  distance  MMi  est  aussi  du  premier,  et  la 
perpendiculaire  abaissee  de  Mi  sur  MV  est  du  second ;  done 
Tangle  Ml MVa  pour  limite  zero;  c'est-a-dire  que  la  tan- 
gente en  M  a  la  courbe  que  decrit  ce  point  Vii  a  la  droite 
UV,  coincide  avec  UV. 

II  suit  de  la  que  dans  une  quelconque  des  positions  de 
UV,  son  point  de  contact  M  pent  6tre  considere  comme  se 
mouvant  sur  une  courbe  fixe  tangente  en  M  a  UV.  Done 
on  aura  le  centre  instantane  de  rotation,  en  elevant  en  M 
une  perpendiculaire  a  UV,  el  cberchant  son  point  de  ren- 
contre avec  la  normale  a  la  trajectoire  connue  d'un  autre 
point  du  syst^me. 

Mais  si,  au  lieu  de  cette  trajectoire  d'un  autre  point,  on 
connaissait  une  seconde  courbe  a  laquelle  une  seoonde 
droite  du  systime  serait  tangente,  on  se  retrouverait  dans 
le  m^me  cas  que  tout  a  Theure ;  et  eu  elevant  une  perpen- 
diculaire a  cette  seconde  droite  en  son  point  de  contact^  on 
aurait  une  nouvelle  droite  renfermant  le  centre  instantane 
de  rotation,  qui  se  trouverait  ainsi  determine.  D'ou  resul- 

i3. 
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teraient,  comme  nous  Tavons  vu,  les  tangentes  aux  trajec- 
toires  des  autres  points. 

153.  Si  la  courbe  a  laquelle  la  droite  du  syst^me  est  tan- 
gen  te  se  reduisait  a  un  point,  c'est-a-dire  si  elle  etait  assu- 
jettie  a  passer  par  un  point  fixe,  il  suit  de  ce  qui  precede 
qu'en  elevant  en  ce  point  une  perpendiculaire  a  la  droite, 
on  aurait  une  ligne  passant  par  le  centre  instantan^.  D'ail- 
leurs  la  demonstration  directe  en  est  encore  plus  facile. 

Car  soient  A  [fig*  71)  le  point  fixe,  UV,  U'V  deux  po- 
sitions infiniment  voisines  de  la  droite,  M'  la  position  ou 
est  venu  le  point  M  de  UV,  situe  d'abord  en  A  5  MM'  sera 
une  secante  du  lieu  decrit  par  ce  point  :  a  mesure  que 
U' V  s'approcherail  de  reprendre  la  position  UV,  le  point  M' 
tendrait  vers  M  et  la  secante  MM',  ou  U' V,  vers  UV  5  cette 
derniire  direction  est  done  celle  de  la  tangente  au  lieu  decrit 
par  le  point  M  de  UV.  Done  on  aura  encore  une  ligne  con- 
tenant  le  centre  instantane  de  rotation,  en  menant  par  M, 
c'esl-a-dire  par  A,  une  perpendiculaire  a  UV. 

Applications  de  ces  differents  precedes , 

154.  1°.  Conchoide.  —  La  droite  AN  {fig.  36)  passant 
par  le  point  fixe  A,  et  son  point  M  d^crivant  la  droite  XY, 
on  aura  la  normale  a  la  courbe  decrite  par  un  de  ses  points 
N,  en  elevant  en  A  une  perpendiculaire  a  AN,  et  en  M  une 
perpendiculaire  a  XY,  puis  joignant  N  k  leur  point  de  con- 
cours  O. 

On  reconnaitrait  facilement  que  cette  solution  plus 
simple  rentre  dans  celle  que  nous  avions  trouvee  par  une 
autre  voie. 

2*^.  Cjrsso'ide.  —  Nous  consid^rerons  le  mode  suivant  de 
generation  de  cette  courbe. 

On  donne  deux  droites  rectangulaires  AC,  CZ  (fig,  72)5 
on  prend  deux  longueurs  egales  CB,  BA,  et  on  fait  mouvoir 


DES    QUANTIT^S    COKSID^R^ES    COMME    LIMITES.  19^ 

un  angle  droit  AVU,  de  maniere  que  VU  =  AC,  que  le 
point  U  se  meuve  sur  CZ,  et  que  le  c6te  VA  passe  toujours 
par  le  point  fixe  A  :  le  milieu  M  de  UV  decrira  une  cys- 
soide  commen9ant  en  B  et  ayant  pour  asymptote  la  paral- 
lele  a  CZ  a  une  distance  CB'  =  CB. 

Cela  pose,  pour  mener  la  tangente  en  M,  il  suffira  d'ele- 
ver  en  U  une  perpendiculaire  k  la  droite  CZ,  surlaquelle 
se  meut  le  point  U  de  la  figure  mobile,  et  en  A  une  perpen- 
diculaire a  AV;  le  point  de  rencontre  de  ces  droites  sera  le 
centre  instantane,  et,  en  le  joignant  a  M,  on  aura  la  nor- 
male  a  la  cysso'ide. 

3°.  Angle  droit  dont  les  cotes  sont  tangents  a  une  eZ- 
lipse,  —  II  suflSra  de  mener  des  perpendiculaires  aux  c6tes 
de  Tangle,  en  chacun  des  points  de  contact,  et  de  joindre 
leur  point  de  rencontre  au  sommet  de  Tangle  mobile^  on 
aura  ainsi  la  normale  au  lieu  decrit  par  ce  sommet.  Cette 
normale  sera  la  seconde  diagonale  d'un  rectangle  dont 
Tautre  sera  la  corde  de  contact;  elle  passera  done  parle 
milieu  de  cette  corde  et,  par  suite,  par  le  centre.  On  voit 
done  que  toutes  les  normales  au  lieu  en  question  passent 
par  le  centre  de  Tellipse;  done  ce  lieu  est  un  cercle  concen- 
trique  k  Tellipse.  On  aura  son  rayon  en  prenant  les  c6tes 

de  I'angle  parall^les  aux  axes ;  on  trouvera  ainsi  s]a}  +  &*? 
end^signant  les  demi-axes  para,  b. 

Les  m^mes  raisonnements  s'appliquent  immddiatement 
a  Fhyperbole ;  mais  le  probleme  n'est  pas  toujours  possible. 
Dans  le  cas  de  la  parabole,  toutes  les  normales  au  lieu 
seront  paralliles  k  Taxe;  par  consequent,  ce  lieu  sera  une 
droite  perpendiculaire  i  Taxe  :  etl'on  reconnatt  facilement 
que  c'est  la  directrice. 


198  LIVllE    I. 


.■i' 


GHAPITRE  XX. 

DES   COURBES   ENVELOPPES 


155.  Con'sideroDs  une  courbe  doni  F^uation  renferme 
une  constante,  ou  param^tre,  a  laquelle  on  donne  une 
serie  de  valeurs,  variant  d'une  maniere  continue.  Pour 
chacune  de  ces  valeurs,  on  aura  une  courbe  determinee. 
Ces  courbes  changeront  de  forme  et  de  position^  et,  si  leurs 
points  laissaient  une  trace  surle  plan,  il  arriverait  genera- 
lement  qu'il  y  aurait  une  partie  du  plan  sur  laquelle  ces 
traces  seraient  imprimees,  et  une  autre  partie  ou  il  n'en  exis- 
terait  pas.  La  separation  de  ces  deu:&  parties  sera  une  ligne 
avec  laquelle  les  courbes  variables  auront  un  point  com- 
mtin,  mais  qu'elles  ne  pourront  couper,  puisqu'alors  elles 
penetreraient  dans  la  region  ou  cependant  elles  n'ont  au- 
cun  point,  par  Fbypothese  meme.  Cette  ligne  de  separation 
est  done  tangente  a  toutes  ces  courbes,  et  on  la  nomme  leur 
enyeloppe. 

Nous  avons  deja  traite  un  cas  parti culier  de  cette  ques- 
tion generale,  celui  ou  la  ligne  mobile  estdroite^  ctnous 
avons  demoutre  que  si,  pour  chacune  des  positions  de  cette 
droite,  on  cherchait  la  limite  de  sa  rencontre  avec  la  droite 
iniiniment  voisine,  on  obtenait  un  point  d^une  courbe  a 
laquelle  ces  droites  sont  constamment  tangentes. 

II  s'agit  maintenant  de  gen^raliser  ces  considerations. 
Pour  cela,  considerons  une  quelconque  des  courbes  en  ques- 
tion et  deux  autres  infiniment  voisines,  Tune  precedant, 
r autre  suivant  la  premiere  ;  et  supposons  que  celle-ci  soit 
coupce  par  chacune  des  deux  aulrcs,  ce  qui  pent  tres-bien 
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ne  pas  arriver.  Joignons  ces  deux  points  de  rencontre  infi- 
niment  voisins  par  une  droite  :  ce  sera  une  s^cante  a  la 
courbe,  d'autant  plus  voisioe  de  la  tangente  que  les  courbea 
seront  plus  rapprochees. 

En  agissant  de  la  m^me  mani^re  pour  toutes  les  courbes 
infiniment  YoisineS)  dans  toute  Tetendue  des  valeurs  du 
paramitre  pour  lesquelles  les  courbes  infinipient  voisines 
se  coupent,  on  construira  un  polygone  k  c6t^s  infiniment 
petits  et  auquel  les  courbes  variables  tendront  de  plus  en 
pins  a  6tre  tangentes,  a  mesure  que  Ton  considerera  un 
plus  grand  nombre  de  courbes  intermedial  res.  De  sorte 
que  la  limite  vers  laquelle  tend  Je  lieu  de  ces  points  de  ren- 
contre est  une  courbe  tangente  a  toutes  les  propos^es ;  et, 
surchacunede  celles-ci,  on  aura  le  point  appartenant  a 
Fenveloppei  en  cherchant  la  limite  de  son  point  de  ren- 
contre avec  une  ai;tre  qi}i  s'en  rapproche  ind^niment.  Le 
probleme  est  done  ramene  a  la  recherche  de  la  limite  d'un 
point,  apres  quoi  il  rentrera  dans  les  questions  ordinaires 
de  lieux  geometriques.  Le  calcul  de  cette  limite  peut  6tre 
indique  d'une  mani^re  generate. 

Soit 

(1)  F(a:,/,a)  =  o 

Inequation  d^une  quelconque  des  courbes^  a  designant  le 
param^tre  variable.  Une  courbe  infiniment  voisine  corres- 
pondra  a  un  accroissement  infiniment  petit  h  de  a,  et  aura 
pour  equation 

(2)  F(ar,/,«-h/*)  =  o. 

Les  valeurs  de  x  etyy  tirees  de  ces  deux  equations,  ten- 
dront vers  les  coordonnees  du  point  limite  k  mesure  que 
Ton  y  fera  tendre  h  vers  zero.  C'est  ce  que  Ton  pourra  effec 
tuer  dans  chaque  cas  particulier;  mais  il  est  possible  de 
ramener  ce  calcul  k  une  consideration  generate. 
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Remarquons  d'abord  que,  puisquc  nous  designons  par  le 
mftme  signe  F  les  fonctions  qui  expriment  les  deux  mem* 
bres  de  ces  equations,  nous  supposons  que  ces  fonctions 
ont  une  forme  unique,  que,  par  exemple,  il  ne  s'y  trouve 
pas  de  radicaux  affectes  de  double  signe;  caril  faudrait  alors 
s'assuiersi,  pour  le  point  de  rencontre,  les  signes  doivent 
etre  pris  de  la  m^me  maniere,  sans  quoi  la  fonction  ne 
serait  pas  la  m6me  dans  les  deux  equations.  Pour  eviter 
ces  difBcultes ,  nous  admettrons  que  la  forme  de  Tdquation 
donnee  a  ^te  modifiee,  s^il  Pa  fallu,  de  maniere  a  devenir 
unique. 

Retranchant  les  equations  (i),  (2),  on  aura  une  equa- 
tion qu'ou  pourra  substituer  a  (2)  sans  changer  les  solutions 
communes ;  on  peut  encore  diviser  par  A,  et  les  coordon- 
nees  du  point  de  rencontre  des  deux  courbes  iniiniment 
voisines  seront  donnees  par  1' equation  (i)  el  la  suivante  : 

[6)  -  --o. 

On  aura  done  les  coordonnees  du  point  limiie  en  cber- 
chant  les  solutions  communes  a  I'equation  (i)  et  a  celle 
dont  le  premier  membre  serait  la  limite  vers  laqucUe  tend 
celui  de  Tequation  (3)  lorsque  h  tend  vers  zero,  c'est-a- 
dire  la  derivee  de  F  {^,j^,  a)  par  rapport  a  a, 

Ainsi,  pour  cliaque position  dela  courbe  mobile,  le  point 
de  la  courbe  enveloppe  sera  determine  par  les  equations 

» 

et  si  Ton  veut  le  lieu  de  ces  points,  il  suftit  d'eliminer  a 

entre  ces  deux  equations. 

Remarquons  que  si  dans  une  de  ces  positions  la  courbo 

n'cst  pas  coupee  par  les  voisines,  cela  annoncera  qu'ell<' 

n'aura  aucun  point  commun  avec  Teuveloppe.  Dans  cocas, 
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celte  derniire  courbe  ne  sera  tangente  qu'aux  courbes  cor- 
respondantes  aux  valeurs  de  a  comprises  entre  certaines 
limites,  comme  nous  en  citerons  des  exemples. 

156,  Applications.  —  i**.  Soient  deux  droiles  paralleles 
BU,  B^U'  [fig.  73)  coupees  par  une  troisieme  BB',  et  unc 
(Iroite  MM'  qui  se  meut  de  maui^re  que  ron  ait  toujours 

BM.B'M'  =  iii»; 

irouver  I'enveloppe  de  ces  droites.  Prenons  pour  origine  le 
milieu  A  de  BB',  pour  axes  la  droite  ABX  et  une  parallele 
a  BM,  et  faisons  66^=:  2a. 
En  prenant  pour  equation  de  M'M 

^  =ax-|-6, 
on  devra  avoir,  entre  a,  6,  la  condition 

d'ou 

ct  Tequation  de  la  droite  sera 

X  ^=  oiX±^ a} cf}  -\-  mi' . 
Pour  faire  disparaitre  la  double  forme,  on  Fecrira  ainsi  : 

ou 

X^  —  2aa?7'-i-  cf}[a:^ — a})  —  m"^  =  o. 

Egalant  a  zero  la  derivee  par  rapport  a  a,  il  vient 

—  j?X  -4-  cl[x'  — «*)  =r  o; 

en  ^liminant  a  entre  celte  equation  et  la  precedente,  on 
aura  pour  equation  de  Tenveloppe 
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On  peut  rei4drquer  que  si  Tequation  de  la  droite  avail  ^te 
resolue  par  rapport  a  a,  ce  qui  aurait  donne  un  double 
signe,  lecalcul  deyenait  illusoire,  et  Ton  se  trouvait  dans  le 
cas  doat  il  a  et^  parle  en  general. 

2^.  Supposons  maintenant  un  cercle  variable  ayautpour 
equation 

(i)  j'»-f-(jT— £i)»=  ma, 

a  etant  le  paramitre  variable. 

Faisant  passer  tous  les  ternies  dans  }e  premier  In^mb^e, 
et  prenant  la  derivee  par  rapport  a  a  ;  ou  encore  prenant 
les  derivees  des  deux  membres  par  rapport  a  a^  on  trouve 

(!^  — 2J?4-2a /7l  =  0. 

Eliminant  a  entre  (i)  et  (2),  on  a  pour  equation  de  I'enve- 
loppe 

parabole  qui  a  pour  axe  la  droite  sur  laquelle  se  meut  le 
centre  du  cercle.  Son  sommet  C  [fig.  74)  est  a  une  distance 

AC=  -7-?  et  les  points  B,  B',  ou  elle  coupe  Taxe  des  j',  onl 

pour  ordonnees  ±  — 

Cette  question  offre  un  exemple  du  cas  ou  toutes  les 
courbes  mobiles  ne  sont  pas  touchees  par  Tenveloppe.  En 
efTet,  les  equations  (i),  (2)  donnent  pour  coordonnees  da 
point  limite  de  Tintersection  de  deux  cercles 


Ainsi,  pour  toutes  les  valeura  de  a  moindres  que  --^9  les 
cercles  successifs  ne  se  coupent  pas  \  ils  sont  int^rieurs  Fun 
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m 


a  I'aulre.  Pour  a  =  -7-9  on  a 


m 
/  c=  o,     x  =  — 


4' 

ce  qui  donne  le  point  C.  Les  valeurs  plus  grandes  de  a,  ju9- 
qu'a  Tinfini,  donneront  tous  les  points  de  la  parabole. 

Caustiques. 

157.  Lorsque  des  rayons  de  lumiire  ou  de  chaleur,  ema- 
nes  d'un  m&me  point  dans  toutes  les  directions  situees  dans 
un  m^me  plan,  sont  reflechis  a  leur  point  de  rencontre  avec 
une  courbe  situee  dans  ce  plan,  de  maniere  que  les  angles 
des  rayons  incidents  et  reflechis  avec  la  normale  k  cette 
courbe  soient  egaux,  Tenveloppe  des  rayons  reflecbis  se 
nomme  caustique  par  reflexion y  relativement  a  cette  courbe 
et  au  foyer  de  cbaleur  ou  de  lumi^re. 

Si  les  rayons  etaient  refractcs  au  point  ou  ils  rencontreiit 
la  courbe,  Tenveloppe  se  nommerait  caustique  par  refrac- 
tion. Ces  courbes  ont  dans  la  physique  une  utilite  dont  nous 
ne  parlerons  pas  ici.  Pour  les  obtenir,  on  chercbera,  sur 
an  rayon  r^flecbi  ou  refracte  quelconque,  la  limite  de  son 
point  de  rencontre  avec  un  rayon  infiniment  voisin,  puis 
le  lieu  des  points  ainsi  trouves.  Ce  point  limite  pent  etre 
trouY^  par  le  calcul ,  en  cbercbant  Tequation  g^nerale  des 
rayons  reflecbis  ou  r^fract^ ;  on  pent  aussi  le  trouver  $ou- 
vent  plus  simplement  par  des  considerations  geometriques  : 
nous  allons  en  donner  quelques  exemples,  en  nous  bornant 
aux  caustiques  par  reflexion. 

Considerons  d'abord  g^neralement  la  question  pour  une 
courbe  quelconque, 

Supposons  qu'un  rayon  de  lumiere  parte  d'un  point 
donne  A  (Jig.  y5)  et  se  reflecbisse  en  B  sur  une  courbe  don- 
nee,  en  faisant  aver  la  normale  BV  un  an^lc  VnX=  AB\  . 
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Consid^rons  un  autre  rayon  infiniment  voisin,  partant 
de  A  et  se  reflechissant  en  M  sur  la  courbe.  Ce  rayon  re- 
fl^chi  rencontre  le  premier  en  X. 

Cela  pose,  on  demande  la  limite  Aj  du  point  X,  lorsque 
M  se  rapproche  ind^finiment  de  B. 

On  suppose  connue,  d'apres  la  nature  de  la  courbe,  la 
limite  m  du  rapport  de  Tangle  O  des  deux  normales  a  Tan- 
gle A  correspondant. 

Les  deux  triangles  MHX,  BHO,  ayant  un  angle  egal  H, 
donneront,  en  d^signant  par  a,  a'  les  deux  angles  d'inci- 
dence  successifs, 

X  —  O  =  OBH  —  HMX  =  a  —  a' ; 

les  deux  triangles  BAK,  MOK  donneront  de  m^me 

O  — A  =  a— a', 
d'ou 

X  — 0  =  0  — A     ou     X-f-A  =  20. 

On  aura  maintenant  les  deux  proportions  suivantes  : 

MX:  MI::  sinI:sinX,     BA:BI  ::sinI:sinA, 

d'ou 

MX,  MI  .         sinX 

BA  •  BI  •'     •  sin  a' 

Or  on  reconnatt  facilement  que  la  limite  du  rapport  — 

est  Tunite,  parce  que,  dans  le  triangle  BIM,  les  deux  an- 
gles B  et  M  ont  une  m&me  limite  finie.  Done 

,.      MX      ,.      sinA       ,.       A       ,.  a  i 

lim.  —--  =  lina.  -.— ^  =  "Ua-  -^  =  "*»• 


BA  sinX  X  2O  — A       a/w— i 

Done  enfin,  en  observant  que  MX  et  BX  ont  m6me  limite 

Ai  B,  on  aura 

AB 

A|B  = 

2/11  — I 
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La  limite  m  peat  s'exprimer  au  moyen  du  rayon  de 
courbure  R  et  de  Tangle  d'incidence  a.  En  eflFet,  on  pent 
prendre 

et 

_  BH,  _  BM  cosa 

^""AB~"       AB      ' 

done 

,.0  AB  ^   „  AB.Rcosa 

lim. -^  = /w  =  ^; el     A|B  = -j 

A  R  cos  a  !3i  AB  —  R  cos  a 

d'ou 

I  '    _       ^      . 

AB  "^  aTb  ""  Rcosa  ' 


si  AB  =  00  , 


,   ^        Rcosa 
A,B  = 


2 

^applications, 

158.  1°.  Cercle. — Un  faisceau  de  rayons  paralleles  sltues 
dans  le  plan  d'un  cercle  O  (^g^  76)  est  r^flechi  par  la  cir- 
conference  de  ce  cercle;  on  demande  la  limite  du  point  X 
ou  le  rayon  PM,  apres  s'6tre  reflechi  suivant  MV,  est  ren- 
contre par  les  rayons  reflechis  infiniment  voisins  NX. 

Cette  question  rentre  dans  la  pr^cedente,  en  supposant 
A=0. 

On  aura  done  d'abord 

X  =  20; 

le  triangle  MNX  donnera  ensuite 

NX  MN 


sin  NMX      sin  X 


Passant  a  la  limite,  et  observant  que  NX  a  meme  limite 
que  MX,  et  que  Tangle  NMX  a  pour  limite  le  complement 
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de  a,  le  premier  mcmbre  deviendra 

« 

lira.  MX    ' 

•  ■  • 

cos  a 

Quant  au  second  membre,  on  pourra,  sans  changer  sa 
limiie,  remplacer  la  corde  MN  par  Tare  qui  est  le  produit 
du  rayon  du  cercle  par  Tangle  O  ]  rempla^ant  ensuite  X  par 
2O,  et  substituant  Tangle  infiniment  petit  a  son  sinus,  on 

trouvera  —  pour  limite  du  second  membre. 

On  conclut  de  la 

,.^       MO  cos  a       MP 

lim .  MX  = =  — • 

2  2 

ChercboAs  maintenant  le  lieu  des  points  X,  ou  la  caus- 
tique. 

Soient  CC  {^g'  77)  le  diamitre  parall&le  aux  rayons,  et 
H'  PH  un  rayon  incident  quelconque ;  on  aura  le  rayon  re- 
fl^chi  en  faisant  Tangle 'OHH^  =  OHH'. 

On  a  vu  precedemmetit  que  le  point  M  de  la  caustique 
s^obtenait  en  prenant 

HP 
HM  =  HI=r— • 

2 

Soit  N  le  milieu  de  HO,  la  ligne  NI  sera  parallele  k  PO; 
done  Tangle  I  et,  par  suite,  Tangle  M  sera  droit ;  et,  par 
consequent,  le  cercle  decrit  sur  HN  comme  diamelre  pas- 
sera  par  I  et  M.  Les  deux  angles  MHN,  AON  seront  egaux 
entre  eux,  comme  etani  Tun  et  Tautre  dgaux  i  IHN* 

OC 

Or,  si  Ton  decrit  du  centre  O  avec  un  rayon  OA  =  — 

un  cercle  qui  sera  tangent  au  cercle  HMN,  Tangle  au  centre 

AN 
AON  aura  pour  mesure  -r^i  et  Tangle  MHN  inscrit  dans  le 
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cercle  dotit  le  diamitre  est  ^gal  k  AO  aura,  pour  mesure 

MN 

AO' 

On  aura  done  egalite  entre  les  arcs  MN,  AN,  puisque  les 
deux  angles  sont  egaux. 

D'ou  il  r^sulte  que  le  point  M  de  la  caustique  appartient 
a  lepicycloide  decrite  a  partif  de I'origine  A  par  un cercle 
dont  le  rayoti  est  le  quart  de  celui  du  cerple  donn^,  roulant 
sur  uti  cercle  concentrique  au  cercle  donne,  et  d^un  rayon 
moitie  moiodre. 

2**.  Caustique  par  reflexion  tTune  spirale  logarithtni- 
gue,  en  supposant  le  point  lumineux  au  pole, 

Soient  M,  M'  (/i^.  78)  deux  points  infiniment  Toisms 
prissur  la  spirale;  MO,  M'Oles  normales;  AM,  AMMeux 
rayons  incidents)  et  MX,  M^X  ces  monies  rayons  apris  la 
reflexion. 

II  faut  d'abord  trouver  la  limite  du  point  X  quand  M' 
tend  vers  M. 

Les  angles  des  rayons  vecteurs  avec  la  normale  etant 
constants,  d'aprfes  la  nature  de  la  courbe,  et  Tangle  de  re- 
flexion ^tant  egal  a  celui  d^incidence,  on  reconnait  imme- 
diatement  que  les  trois  angles  A,  O,  X  sont  egaux. 

Done  les  cinq  points  M',  M,  A,  0,  X  sont  sur  un  m6me 
cercle.  La  limite  de  ce  cercle  est  celui  qui  passerait  par  les 
deux  points  A,  M,  et  aurait  en  M  la  mdme  tangente  que  la 
courbe.  Tra9ant  done  ce  cercle,  le  point  I,  ou  il  coupera  le 
rayon  refl^hi,  sera  un  point  de  la  caustique. 

Si  Ton  veut  connaitre  le  lieu  des  points  I,  il  sufBra  de 
remarquer  que  le  triangle  AMI  est  isoc^le,  puisque  les  cor- 
des  MA,  MI,  symetriques  par  rapport  au  diam^tre  MO', 
sont  ^gales,  et  que  Tangle  AMI  est  constant^  done  le  rap- 
port de  AI  k  AM  esX  constant,  ainsi  que  Tangle  lAM. 

Done  les  points  I  appartiennent  a  une  spirale  identique 
a  la  proposee,  et  que  Ton  fera  comcider  avec  elle  en  la  fai- 
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sant  lourner  autour  du  pole,  jusqu'a  ce  qu'un  quelconque 
de  ses  points  vienne  s^appliquer  sur  la  spirale  donnee. 

De  tenveloppe  (Tune  courbe  de  forme  inv^ariable  liee  h 
une  courbe  qui  route  sur  une  autre. 

159.  Soienl  HMK  (fig.  79)  la  courbe  enveloppee,  M  le 
point  ou  elle  touche  Tenveloppe  UV;  H'M'K'  la  premiere 
courbe  dans  une  position  infiniment  voisine,  M'  le  point  ou 
elle  touche  Tenveloppe.  Les  points  de  contact  de  la  courbe 
mobile  et  de  UV  se  deplacent  d^une  maniere  continue  sur 
cette  courbe  mobile ^  de  sorte  que  le  point  M  de  HK  est  si- 
tue  sur  H'K'  a  une  distance  infiniment  petite  de  M'.  Ce  point 
est  done  a  une  distance  infiniment  petite  du  second  ordre 
de  UV,  puisque  la  courbe  H'K'  est  tangente  a  UV  en  M'. 

D'ou  il  resulte  que  le  lieu  decrit  par  le  point  M  de  la 
courbe  mobile  est  tangent  en  Ma  UV,  et  par  consequent  a 
HK. 

Ce  qui  donne  le  th^orfeme  suivant  : 

Les  points  oil  une  courbe  mobile  invariable  touche  son 
enveloppe^  dans  une  quelconque  de  ses  positions^  sontceux 
qui  decrii^ent  des  trajectoires  tangentes  h  la  courbe  mo- 
bile dans  la  position  que  Von  considere. 

Or  la  trajectoire  d'un  point  lie  a  la  courbe  roulante  a 
sa  tangente  perpendiculaire  a  la  droite  qui  joint  le  point 
que  I'on  considere  au  centre  instantane  de  rotation,  et  ce 
centre  est  le  point  de  contact  de  la  courbe  roulante  avec  la 
courbe  fixe. 

Done,  enfin,  pour  une  position  quelconque  de  la  courbe 
mobile,  on  aura  les  points  ou  elle  touche  Tenveloppe,  en 
abaissant  du  ppint  de  contact  de  la  courbe  roulante ,  toutes 
les  normales  possibles  sur  la  courbe  mobile. 

ExEMPLE.  —  Un  cercle  dont  le  centre  est  O'  [Jig.   80) 
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iroule  sur  uo  cercle  fixe  dont  le  centre  est  O  5  Irouver  Ten- 
velopped'un  diamelre  determine  du  premier. 

Soient  CC  une  position  quelconque  dti  diametre  en  ques- 
lion,  et  B  le  point  du  cercle  O,  avec  lequel  le  point  C  a 
coincide:  les  arcs  AB et  AC  seront  egaqx. 

Poor  avoir  le  point  de  CC  qui  appartient  a  son  enve- 
loppe,  il  faUt  abaisser  du  point  de  contact  A  des  deux 
cercles  une  perpendiculaire  Al  sur  CC  :  I  sera  le  point 
cierclie. 

Or,  si  Von  decrit  un  icertle  sur  AC^  comme  diametre.  il 
passera  par  I,  et  Tangle  AOl  considere  success! vement 
comme  inscrit  dans  ce  cercle,  et  comme  ayant  son  sommei 
aa  centre  du  cercle  roulant,  aura  pour  mesure 

arc  AI  arc  AC 

-Ao^   "  -JcT' 

Done  Tare  AI  est  egal  a  AC  et  par  suite  k  AB.  Le  point  I 
appartient  done  a  repicycloi'de  decrite  par  le  cercle  de  dia- 
miire  AC,  roulant  sur  le  cercle  fixe.  Cette  epicycloide  est 
done  Tenyeloppe  cherchee. 

AuTUE  EXEMPLE.  —  Considerons  maintenant  Tenveloppe 
d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extr^mites  sent 
assnjetties  a  rester  sur  deux  courbes  'donnees  ^  on  aura  le 
point  appartenant  a  TenTeloppe  en  menant  d'abord  les 
normales  aux  deux  courbes  aax  extremites  de  la  droite  : 
leur  point  de  rencontre  sera  le  centre  instantan^,  et  il  suf« 
fira  d'abaisser  dece  point  one  perpendicolaire  snr  la  droite 
inscrite  poor  avoir  le  point  de  la  rourbe  cnveloppe* 

En  applicpiant  ceite  construciion  an  cas  ou  les  deux  conr- 
bes  se  rednisent  a  des  droites  perpendicnlaires,  on  retombe 
sur  un  r^nlut  precedemmcDt  obtenn. 


I. 


M 
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liayon  de  courbure  de  Venveloppe  d^une  courbe  dejorme 
m\^anable  lite  a  une  courbe  qui  roule  sur  une  autre. 

160.  Soient  la  courbe  U'V  [Jig,  8i)  roulant  sur  ITVy 
UK  la  courbe  liee  a  13' V,  et  H'K'  son  enveloppe.  Soient  A 
le  point  de  contact  de  UV,  U'V  dans  une  position  quel- 
conque,  O,  Qf  les  centres  de  courbure  de  ces  deux  lignes, 
R,  R'  leurs  rayons  de  courbure,  n  la  longueur  de  la  nor- 
male  AM  abaissee  de  A  sur  HK,  f  Tangle  qu'elle  fait  avec 
la  norm  ale  commune  OA'O. 

D'apr^s  ce  qui  precede,  le  point  M  appartient  a  Fenve- 
loppe  de  HK.  Pour  avoir  un  point  de  celte  m&me  courbe, 
infiniment  voisin  de  M,  prenons  sur  DV,  U^V  deux  arcs 
egauxinfinimentpetits  AN,  AJM^,  que  nous  d^signerons  par 
«,  et  abaissons  de  N'  une  normale  N'B'  sur  HK.  Lorsque, 
dans  le  roulement  de  U'V,  N'  sera  venu  coincider  avec  N, 
le  point  B'  de  HK  sera  devenu  le  point  de  Tenveloppe,  puis- 
que  N'B'  sera  alors  la  normale  abaissee  sur  HK  du  point  de 
contact  N  des  deux  courbes  UV,  U'V.  Soit  B  la  position 
que  B'  aura  prise  ainsi,  BN  sera  la  normale  commune  a 
I'enveloppee  et  a  H'K'5  le  point  Xou  elle  rencontre  la  nor- 
male infiniment  voisine,  a  pour  limite  le  centre  de  courbure 
de  Tenveloppe,  et  nous  le  consid^rerons  dans  nos  calculs 
comnie  ^tanl  ce  point  m^me. 

De  ni^me  nous  considererons  le  point  de  rencontre  I 

des  deux  normales  a  HK  aux  points  infiniment  voisins  M, 

B',  commeetant  le  centre  de  courbure  de  HK,  et  nous  fe- 

rons 

MI  =  p',     MX=p. 

Cela  pose,  lorsque  le  point  N  sera  devenu  le  point  de 
contact,  le  systeme  mobile  aura  tourne  d'une  quantite 
angulairc  egale  a  Tangle  que  faisaient  les  deux  tangentes 
ciiN,N',  lorsque  A  etait  le  point  de  contact.  Get  angle,  qui 
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€stle  in^me  que  celui  des  normales  NO^  M'CK,  est  egal  a  la 

soramc  des  augles,  O^  C  ou  a  -  -f-  —• 

R.       R. 

Mais,  d'nne  autre  part,  la  ligne  K^B^Ietanl  venue  coin* 
cider  avec  BNX,  la  quauute  dont  le  systeme  a  toum^  doit 
etre  egale  a  la  sammns  des  angles  I,  X;  d^ou  il  jpesulte 

0+0'=H-X. 

Pour  evaluer  les  angles  I,  X  on  abaissera  de  A  des  pe]>- 
pendiculaires  sur  JN'  et  BX^  elles  auront  pour  valeur 
ucosf ,  et  Ton  aura,  par  consequent, 

UCOS^  6>C0SO 

i  = 75     X= '  ; 

/I  -4-  p  p  —  « 

d  ou  r^sultera  requation 

&»  w  WCOSf        «)<COSf 

ou 

(4)  ^+C'=^°*?(d:7-+-J3^)' 

ce  qui  determine  p  au  moyen  de  R,  1^,  pi',  n,  Xf. 

On  Yoit  done  que  le  rayon  de  eourbuire  en  un  point 
quelconque  de  Tenveloppe  ne  depend  que  des  rayon«de 
courbure  des  trois  courbes  UV^  U'V,  HK  et  non  de  ces 
courbes  m&mes*,  de  sorte  que,  pour  cette  determination, 
Du  pourrait  les  remplacer  par  leurs  cercles  osculateurs, 
correspondants  a  la  position  quelconque  <qae  Ton  consi* 
dere. 

161 .  On  retomberaii  dans  le  cas  primitivement  examin^ 
^ilon  supposait  quele  rayon  de  courbure  p'futconstamment 
nul,  parce  que  la  oeurbe  HK  «e  r^duirait  alors  a  un  point. 
On  Toit,  en  «ef£et,  que  T^uation  ^4)  coi'Dciade  avec  Tequa- 

«4. 
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•tion  (i)  lorsque  Ton  fait  /&'  =  o.  La  premiAre  queistfon  n'est 
done  qu'un  cas  particulier  de  la  seconde,  et  Fequation  gene- 
rale  (4)  renferme  la  solution  de  I'une  et  de  I'autre^  on 
pourra  done  se  bomer  a  conserver  celte  derniAre  formule. 

EiEEMiPLfi.  —  Appliquons  la  formule  (4)  au  cas  deja  exa- 
mine^ oil  \es  courbes  UV,  U'V  sont  des  cercles,  et  HRun 
diamitre  de  ce  dernier, 

II  faut  alors  supposer  R,  R'  constants  et  j9'=:oo  ,  ce  qui 
reduit  d  abord  la  formule  (3)  a  la  suivante  ' 

I  I  COSf 

d'oA 

coso 
p  ==  It  H --^— 


R"*"R' 


Exprimant  cos  <f  au  moyende  n^  d'apres  la  relation  ^vidente 
» = R'  cos  (f^  il  vienl 

__;g(2R4-R0 

En  comparant  cette  valeur  a  la  formule  generale  (3)  rela- 
tive aux  ^picycloides,  on  reconnait,.  comme  cela  devait 
fetre,  que  p  est  le  rayon  de  courbure  d'uneepicycloi'de  decrite 

R' 
par  un  point  d'un  cercle  de  rayon  —  roulant  sur  un  cercle 

de  rayon  R. 

Mesure  du  gUssement  de  la  courhe  mobile  sur  son 

enveloppOm 

162.  Si  Tare  MB  pouvait  Atre  egal  a  MB',  la  courbe  HK 
roulerait  sans  glisser  sur  H'K^  Cela  n'est  pas  possible, 
parce  que  le  systime  mobile  devraii  alors  tourner  autour 
du  point  de  contact  M  suppose  immobile,  ce  qui  ne  peut 
fetre,  puisque  le  point  A  Test  lui-m^me.  Car  les  vitesses 


MB 
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de  tous  les  points  seraient  nulles,  si  celles  de  deux  points 
I'eUient;  et  si  toutes  les  yitesses  etaient  nulles  a  chaque- 
instant,  le  syst^me  serait  constamment  dans  la  m&me  po- 
rtion. 

Nous  allons  d'aiUeurs  reconnaitre  que  le  calcul  donne- 
des  valenrs  essentiellement  difTerentes  pour  MB  et  MB^  Eu 
effet,  on  a 

*^  p  —  n  ^  p  -hi 

done 

et,  en  vertude  I'equation  {4)> 

BIB  —  MB'  =  /!«  /^g  -^  g;)  =  /I  (O  H-  (y ). 

C'est  ainsi  que  M.  Savary,  apris  avoir  etabli  la  for- 
mule  (4)  dans  ses  feuilles  sur  les  engrenages,  a  donne  le 
calcul  de  Tare  de  glissement  dont  la  consideration  est  in- 
dispensable dans  la  tb^orie  des  macbines. 

163.  Mais  nous  allons  montrer  comment  il  est  possible 
de  calculer  cet  arc  de  glissement  sans  introduire  les  rayons 
decourbure  des  deux  courbes  qui  glissent  Tune  surTautre, 
et,  par  cons^uent,  sans  avoir  besoin  de  connaitre  la  for- 

mule(4). 

En  effety  avant  de  calculer  cette  formule,  nous  avons 
fait  voir  que  si  Ton  prenait  deux  arcs  infiniment  petits 
egaux  AN,  AN',  sur  UV,  U' V  5  que  de  N'  on  abaissat  une 
normale  N'B'  sur  HK,  et  de  N  une  normale  NB  sur  H'K' , 
le  point  B'  de  la  courbe  mobile  venait  prendre  la  position 
B,  lorsque  N'  coi'ncidait  avec  N. 

Or  les  arcs  MB',  MB  ^tant  tangents,  le  point  B'  pent 
^tre  consid^re  comme  appartenant  a  Fare  MB,  en  negli- 
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geant  les  infinimezit  petits  du  second  ordre.  Dooc  onpeut 
prendre  M'B  pour  la  difference  MB — MB',  ou  Tare  de 
glissement.  Mais  B^B  peat  aussi  6tre  regard^  comme  un  arc 
de  cercle  decrit  du  cenlre  A  avec  le  rayon  /i,  pendant  que 
le  systcme  tourne  de  Tangle  O  4- O^ pour  arriver  a  sa  seconde 
position. 
Done 


MB 


-  MB'=:  « (OH- O')  =  «»  (^  4-^,) 
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GHAPITRE  XXI. 

CERCLE    OSCULATEUR 


164.  De  mSme  qu  il  a  ele  interessaiit  de  chercher  la 
limite  de  la  direction  suivant  Jaquelle  on.  passe  d^un  point 
(Fune  courbe  a  un  autre  infiniment  voisin,  et  que  nous 
avons  appelee  la  direction  m€me  de  la  courbe  en  ce  point; 
de  m&me  il  est  naturel  de  cherclier  le  cercle,  c'est-a-dire  la 
ligne  la  plus  simple  apris  la  droite,  qui  serait  la  limite  de 
ceux  qui,  ayant  un  point  donn^  commun  avee  une  courbe, 
ont  encore  dans  le  voisinage  autant  de  points  communs 
avec  elle  que  le  comporte  la  nature  du  cercle.  De  la  ce 
probl&me ; 

Trouper  la  limite  des  cercles  qui  passent  par  un  point 
donned^ une  courbe,  et  par  deux  mitres  points  de  la  m^me 
courbe,  infiniment  voisins  du  premier, 

Ce  cercle  limite  se  nomme  cercle  oscutateur. 

Soient  M  (fig*  82)  un  point  d'une  courbe  quelconque, 
N,  P  deux  autres  de  ses  points  infiniment  voisins  du  pre- 
mier; faisons  passer  un  cercle  parces  trois  points.  On  sait 
que  dans  tout  cercle  un  arc  est  egal  au  produit  du  diametre 
par  I'angle  inscrit  oppose  :  d^apr^s  cela,  en  designant  par  r 
le  rayon  du  cercle  qui  passe  par  les  points  M,  N,  P,  on 
aura,  erL  designant  Fare  de  cercle  par  MP,  et  observant  que 
Tangle  inscrit  est  egal  a  Tangle  ext^rieur  ]N, 

MP 
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et  Ton  poiirrait  encore  prendre  le  rapport  de  la  corde  an 

sinus  de  N. 

Mais  nous  avons  vu  que  Tangle  exl^rieur  N  est  egal  k  la  ^ 

moitie  de  la  courbure  c*)-  de  Tare  MP  de  la  courbe,  en  ne- 

gligeant  une  quantite  infiniment  petite  par  rapport  h  cet 

angle ;  et  d'ailleurs  le  rapport  de  Tare  de  cercle  MP  a  Tare 

de  la  courbe  a  pour  limite  Tunite,  pulsque  leur  corde  est 

MP 
la  m^me.  La  limite  de  —  est  done  la  m^e  que  celle  de 

»  arc  MP  designant  I'arc  de  la  courbe  donnee. 


2 


Si  done  ou  represente  par  R  la  limite  de  r,  ou  le  rayon 
du  cercle  osculateur,  on  aura 

^       ,.       arc  MP 
R  =  lim .  9 

ft)  « 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  le  rayon  du  cercle  de  courbure. 
11  est  d'ailleurs  evident  que  ce  cercle  est  tangent  a  la  courbe 
en  M,  puisque  la  limite  de  la  direction  MN  sera  une  tan- 
genie  commune. 

Le  cercle  osculateur  se  con  fond  done  ai^ec  le  cercle  de 
courbure. 

Remarque.  —  Nous  devons  faire  ici  une  observation  im- 
portante.  Les  raisonnements  precedents  n'imposent  aucune 
condition  a  la  position  du  point  N  enlre  M  et  Pj  elle  peul 
diviser  Tare  MP  en  deux  parties  du  meme  ordre  ou  d'un 
ordre  different;  Tangle  exterieur  pouvant  toujours  iite 
remplace  par  la  moitie  de  la  courbure  de  Tare  MP,  oa 
arrivera  toujours'au  meme  resultat.  On  pourrait,  par  con- 
sequent, faire  coincider  M  et  N,  c'est-a-dire  mener  ua 
cercle  tangent  en  M  a  la  courbe,  et  passaut  par  le  point 
infiniment  voisin  P,  et  Ton  trouverait  le  m^me  cercle 
limite. 
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G'est  d'ailleors  cc  que  l^on  peut  reconnailre  directement ; 
il  suffira  de  remplacer  I'aDgl^  N  par  celui  de  la  tangente 
en  M  avec  la  corde  MP :  le  diam^tre  du  cercle  variable  sera 
le  rapport  de  I'arc  de  cercle  MP  a  cet  angle,  qui  peut  fetre 
remplace  par  la  moitie  de  la  courbure  de  Tare  MP  de  la 
courbe.  On  trouve  done  encore  m€me  limite  pour  le  cercle 
tangent  en  ^  a  la  courbe^  et  passant  par  un  autre  point 
de  la  courbe  infiniment  voisin  du  premier, 

VSo,  On  peut  donner  pour  le  rayon  du  cercle  oseula- 
teur  una  formule  dependante  des  accroissements  de  For- 
donnee  et  de  Fare  de  la  courbe,  correspondants  a  ceux  de 
ralscisse. 

Les  deux  points  infiniment  voisins  du  premier  pouvant 
itre  pris  d^une  maniere  quelconque  sans  changer  le  resul- 
tat,  nous  supposerons  qu'ils  correspondent  k  deux  accrois- 
sements successifs  ^gaux  de  Fabscisse.  Soient  h  la  valeur 
d'un  de  ces  accroissements ;  /  Faccroissement  correspondant 
deFarc;  A  Faccroissement  correspondant  dey  5  ^t  Faccrois- 
sement de  cet  accroissement  quand  on  y  change  a:  en  x+ A  5 
soient  M,  M',  M''  (^g.  83)  les  trois  points  de  la  courbe, 
0  le  centre  du  cercle  qu'ils  determinent,  R  son  rayon, 
MH,  M'H'  les  accroissements  correspondants  hj  k  des  coor- 
donnees  rectangulaires  de  M5  M'H,  M''H'  les  accroisse- 
ments de  ces  m^mes  coordonnees  a  partir  de  M^,  de  sorte 
que  d'apr&s  ce  qui  precede  on  ait  M'H'=  A,  SM''  =  A'|. 
L'accroissement  /de  Fare,  a  partir  de  M,  pourra  6tre  rem- 
place par  la  corde  MM',  ou  son  egale  M'S^  dans  les  rapports 
dent  on  cherchera  les  limites. 

Oans  les  deux  triangles  OIM^',  MM'H  dont  les  angles 
tendent  vers  les  m^mes  limites,  les  rapports  des  c6tes  ont 
les  m^mes  limites ;  et  comme  nous  le  savons,  nous  pourrons 
sans  inconvenient  les  regarder  comme  egaux  :  les  calculs 
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seront  plus  simples  et  les  resultats  nc  seront  pas  aUer^s; 
noas  ecrirons  done  la  relation 

Les  deux  secantes  SL,  SM  donneront  la  proportion 

SL  _  SM'  aM^^m-/'.  _  £ 

EHminant  M"I,  il  vient 

R=- 


I' 


'       a 


Observant  que  le  second  terme  da  d^nominateur  est  infini- 
ment  petit  par  rapport  au  premier,  on  aura,  pour  la  limite 
de  R  ou  pour  Texpression  du  rayon  de  courbure, 


""••AT! 
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Nous  avons  ^tabli  dans  ce  livre  les  principes  fondamen- 
taux  de  la  m^thode  des  limites.  Nous  avons  montr^  com- 
ment les  anciens  avaient  introduit  la  notion  des  limites,  et 
I'ttsage  qu  ils  en  faisaient  pour  ramener  la  mesure  de  cer^ 
taines  grandeurs  a  celle  d'autres  grandeurs  plus  simples  3 
comment  les  modernes  avaient  rendu  plus  facile  le  passage 
de  la  relation  des  variables  a  celle  de  leurs  limites,  ou  des 
quantit^s  propos^es.  Nous  avons  fait  voir  comment  Archi- 
mMe  avait  considere  Ids  grandeurs  comme  limites^  soit  de 
series,  soi  t  de  sommes  de  quanti  tea  infiniment  petites,  et  nous 
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afons  donne  des  exemjJes  vari^  de  ces  proc^^s.  Nous  avons 
consid^r^  ensuite  remploi  que  les  modernes  seuls  out  fait 
des  infiQiment  pedis  comme  termes  de  rapports,  et  nous 
avons  montre  comment  ils  y  ont  ^te  conduits  naturellement 
par  le  probleme  des  tangentes,  qu'ils  ont  envisage  sous  un 
autre  point  de  vue  que  les  anciens.  Mais  nous  avons  fait 
voir  par  divers  eitemples  que  les  limites  des  rapports  d'in- 
finiment  petits  se  presentaient  dans  bien  d'autres  recher- 
ches  que  celles  des  tangentes. 

Nous  avons  fait  ressortir  Fa  vantage  que  presenle  Temploi 
des  infiniment  petits  dans  les  limites  de  sommes  ou  de  rap- 
portS)  et  qui  consiste  en  ce  qu'on  pent  leur  substituer  des 
pantiles  infiniment  petites  inegales,  mais  qui  n'en  difie- 
rent  que  d'une  quantity  infiniment  petite  par  rapport  a 
eJles-mfimes.  Ce  principe  facilite  beaucoup  les  calculs  en  ce 
qu'il  permet  de  negliger  des  qnantitds  dont  I'expression  se* 
rait  quelquefois  tris-compliquee  et  entiirement  inutile 
pour  la  determination  du  resultat  que  Ton  en  a  vue. 

Dans  les  applications  que  nous  avons  faites  des  infini- 
ment peuts  k  Fetode  des  tbiories  geometriques  et  m^ani* 
qnes,  ces  quandtes  se  sont  souvent  pr^sent^  comme  les 
accroissements  correspondants  de  variables  liees  entre  elles 
par  des  relations  connues.  Nous  sommes  parvenus  a  la  de- 
termination des  limites  des  sonmies  ou  des  rapports  de  ces 
quantites  par  des  proodd^  indiqo^  par  la  nature  de  la 
question,  mais  qui  ne  se  rattacbaient  pas  a  des  m^hodes 
gen^rales.  Nous  allons  actnellement  nous  occuper  specia- 
lement  de  ces  metbodes  generales  dont  Tntilite  doit  etre 
beaucoup  mieux  sentie,  d'apres  toules  les  applications  que 
noussayons  qu'eiles  auront. 

Enoonsequence,  I'objet  principal  du  second  et  du  troi- 
sieme  livre  sera  la  detenninatton  des  limites  des  rapports 
des  accroissements  des  variables  liees  eutrc  elles  par  det^ 
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equations  donnees,  ou  les  limites  des  sommes  d'infiniment 
petits  dont  Texpression  generale  est  donnee.  Get  objet  est 
purement  alg^brique.  Les  applications  que  nous,  en  ferons 
auront  pour  but,  d'abord  d'eclairer  Tusage  des  formulas  et 
des  notations  particulieres  et  quelquefois  compliquees  que 
nous  y  ferons  connaitre,  et  ensuite  d'etendre  et  generaliser 
des  theories  exposees  dans  ce  premier  livre. 


*  '  ■  ■     »' 
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CALCUL  DES  D^IVEES  ET  DES  DIFF^RENTIELLES  DES 
FONCHONS.  CALCUL  INVERSE  OU  INTEGRATION  DES 
DIFFiRENTIELLES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  FONCTIONS   EN    Gl^N^RAL  ET  DE  LA  CONTINUITI^. 
GENERALISATION  DE  LA  METHODE  DES  LIMITES. 


166.  On  d^signe  sons  le  nom  de  variable  toute  quantite 
qui,  dans  la  question  ou  on  la  consid^re,  est  susceptible  de 
recevoir  successivement  diffi^rentes  valeurs. 

Onnomme  variables  independantes  celles  dont  les  va- 
leurs sont  entiirement  arbitraires^  el  variables  dependan- 
tes  ou JonctionSy  celles  dont  les  valeurs  sont  determinees 
par  celles  de  certaines  autres  quantites,  quelle  que  soit  la 
nature  de  cette  d^pendance,  et  soit  qu'Il  s'agisse  de  quanti- 
tes concretes  oude  quantites  evaluees  en  nombres.  Dans  le 
premier  cas,  on  a  des  fonctions  concretes^  et  dans  le  se- 
cond, desfonctions  analytiques, 

Les  fonctions  analytiques  se  distlnguent  en  fonctions 
explicites  et  fonctions  implicites,  Les  premieres  sont  celles 
dont  les  valeurs  peuvent  s'obtenir  au  moyen  d'op^ratiohs 
indiquees  et  que  Ton  sait  effectuer ;  les  autres  sont  celles 
qui  sont  li^es  aux  variables  independantes  par  des  equa- 
tions non  resolues :  dans  ce  cas,  les  operations  a  effectuer 
pour  former  les  valeurs  des  fonctions  ne  sont  pas  indiquees. 
On  les  connaitrait  par  la  resolution  des  equations  donnees, 
et  les  fonctions  deviendraient  alors  explicites. 
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Les  fonclions  explicites  se  subdivisent  ordinairement  en 
nlgebriques  et  transcendantes,  Les  premieres  sont  celles 
ou  les  seules  operations  indiquees  sont  des  additions,  sous* 
tractions,  multiplications,  divisions,  Elevations  a  des  puis- 
sances €t  extractions  de  racines  de  degres  connus ;  les  autres 
sont  celles  qui  renferment  d'autres  operations  indiqu^  sur 
les  variables  :  comme,  par  exemple,  les  quantit^s  exponen- 
tielles,  les  logarithmes,  les  lignes  trigonom^triques,  etc. 

*  Lorsqu'une  seule  de  ces  diverses  operations  est  indiquee 
sur  une  variable,  on  a  une  fonction  simple  decette  variable, 
Lorsque  plusieurs  d'entre  elles  sont  accumul^es  les  unes 
sur  les  aulres,  on  a  ce  que  Ton  appelle  \xne  fonction  de 
Jhnctions.  Toutes  les  fonctions  qui  ne  rentrent  pas  dans 
ces  deux  cas  se  nommeni  Jhnctions  composees. 

Lorsque  deux  variables  sont  liees  par  une  equation  quel- 
conqtte,  elles  sont  fonctions  Tune  de  Tautre.  La  forme  de 
ces  deux  fonctions  est  differente  si  les  deux  variables  n'en- 
trent  pas  dans  Fequation  d'une  maniire  sym^triqae.  On 
leur  donne.  Tune  par  rapport  a  Tautre,  le  nom  de/onciions 
inverses.  Si,  par  exemple,  on  r^sout  par  rapport  a  x  les 
equations  suivantes,  qui  sontresolues  par  rapport  ky^ 

yr=z.3cr'^     r==^>    j  =  sin«,..., 
on  obtient 

«  =  Vy,     x=logj,     «?=arcsinj^. 

Ainsi,  d'apr^s  notre  definition,  laracine  m^*"*€St  la  fonc- 
tion inverse  de  la  puissance  m\  le  logaritbme  est  la  fonc- 
tion inverse  de  Texponentielle,  etc. 

167.  Conlinuite.  -^Unevariable  est  continue  lorsqu'elle 
ne  pent  passer  d'une  valeur  quelconque  a  une  autre,  sans 
passer  par  toutes  les  valeucs  interm&liaires.  Une  fonction 
est  dite  continue  lorsqu'en  faisant  varier  d'une  maniere 
continue  les  quautites  doat  elle  depend,  elle  est  constam- 
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meot  reelle  et  finie,  et  vane  elle-meme  d^une  maniere  conti- 
nue^ c'est-&-dire  qu'elle  ne  peut  passer  d'une  valeur  a  une 
autre  sans  passer  par  toutes  les  intermediaires.  Une  fonction 
peut  £tre  continue  tant  que  les  variables  dont  elle  depend 
restent  renferm^sentre  certaines  Kmites,et  cesser  del'^tre, 
oudevenir  discontinue,  en  dehors  de  ces  limites. 

Pour  demontrer  qu'une  fonction  qui  est  reelle  entre 
certaines  limites  de  la  variable  est  continue,  il  suflSt  de  faire 
voir  que  Ton  peut  faire  croitre  la  variable  par  degr^s  assez 
petitspour  que  les  accroissements  correspondants  de  la 
fonction  soient  moindres  qu'une  'grandeur  quelconque  : 
car,  si  cette  fonction  n^etait  pas  continue^  il  faudraitqu'elle 
passit  brusquement  d'une  certaine  valeur  a  une  autre  qui 
en  differerait  d'une  quantite  finie;  ce  qui  est  absurde,  puis* 
que  Taccroissement  de  la  fonction  peut  6tre  rendu  moindre 
que  toute  grandeur  donn^.  C'est  ainsi  que,  dans  les  ele- 
ments, on  a  d^montr^  que  toutes  les  fonctions  simples  sont 
continues,  et  que,  par  consequent,  il  en  est  de  m^e  des 
fonctions  compos^es.  R^ciproquement,  toute  fonction  con- 
tinue d'une  variable  jouit  de  la  propri^t^,  que  ses  accrois- 
sements peuvent  devenir  moindres  que  toute  quantity  don- 
nee,  pourvuque  Tondonne  des  valeurs  suffisammentpetites 
aux  accroissements  de  la  variable  :  car,  si  Taccroissement 
donne  a  la  variable,  a  partir  d^une  de  ses  valeurs,  tendait 
vers  zero,  sans  qu'il  en  fut  ainsi  de  Taccroissement  de  la 
fonction,  il  en  resulterait  que  la  fonction  passerait  brus- 
quement d'une  valeur  a  une  autre  qui  en  diffi^rerait  d*une 
quantite  finie,  et  que,  par  consequent,  elle  ne  serait  pas 
continue. 

Si  Ton  consid^e  les  valeurs  d'une  fonction  continue 
commc  des  ordonn^es,  et  les  valeurs  correspondantes  de  la 
variable  independante  commedes  abscisses,  les  points  ainsi 
obtenus  se  suivront  sans  interruption  et  formeront  une  li- 
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gne  continue,  qui  sera  la  representation  geometrique  de  la 
fonction  aualytique. 

Generalisation  de  la  meihode  des  limites, 

168.  Nous  avons  dit,  dans  le  premier  livre,  qu^on  ap- 
pellc  limite  d'une  quantite  variable  une  quantity  fixe  dent 
elIeapprochein£/e/£/t//7ie/i^^  c'est-a-direde  telle  sorte  queleur 
difference  puisse  devenir  «t  rester  moindre  que  toute  grandeur 
assignee^  sans  cependant  se  reduire  jamais  rigoureusement 
a  zero;  et  nous  avons  d'abord  fait  cette  remarque  bien  sim- 
ple, qu'une  m&me  quanrtite  ne  pent  tendre  en  m6me  temps 
vers  deux  limiles  egales. 

*  Nous  en  avons  conclu  que  si  deux  quantit^s  variables 
dependent  de  certaines  autres,  de  telle  sorte  qu  elles  restent 
constamment  Egales  entre  elles  dans  tons  les  etats  par  les- 
quels  elles  passent,  et  que  Ton  sacbeque  1' une  d^ elles  tend 
vers  une  limite,  on  pent  affirmer  que  Tautre  a  la  m6me  li- 
mite :  car,  puisqu'elle  est  toujonrs  egale  a  la  premiere,  elle 
s^approcbera  indefiniment  de  la  quantite  fixe  dont  celle-ci 
est  supposee  s^approcber  indefiniment. 

Cela  pose^  considerons  une  Equation  dont  les  deux  mem- 
bres  sol  en  t  desjbnctions  continues  quelconques  de  varia* 
bles  x^yj  z,  etc.,  dependantes  ou  independantes  les  unes 
des  autres,  et  representons-la  par 

Supposons  que  les  variables  a:,  y,  2,  etc.,  tcndent  simulta- 
nement,  d'une  maniere  continue  ou  discontinue,  vers  les 
limites  respectives  a,  &,  c^  etc.,  dont  quelques-uncs  pour- 
raient  £tre  zero ;  et  proposons-nous  de  decouvrir  la  relation 
qui  lie  entre  elles  ces  limites,  en  admettant  que  les  fonc- 
tions  restent  continues  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs  des 
variables.  Pour  cela,  observons  que,  F  el  /designant  des 


> 
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fonctions  continues  de  a:,  j,  z,  etc.,  elles  subissent  des  ac- 
croissementstris-petits  lorsque  ces  variables  changent  elles- 
m^mesde  quantites  tris-pelites,  et  que  ces  accroissements 
correspondants  tendraient  en  mdme  temps  vers  la  limite 
zero :  done,  si  Ton  congoit  que  x,  y^  z,  etc.,  tendent  si- 
multan^ment,  et  suivant  des  lois  qaelconques,  vers  les  li- 
mites  a,  i,  c,  les  fonctions  F  (x,  j^, . .  • ,  z),/(a?,  y^  z,. . .) 
tendront  ind^finiment vers  F  (a,  t,  c,. .  .),y*(a,  &,c. . .). 
Mais  les  limites  de  quantites  ^gales  sont  ^gales  :  done  on 
aura  necessairement 

F(a,  A,  c,  ..  .)=:/(a,  A,c,  .  .  .), 

c'est-a-dire  que  la  relation  entre  les  limites  sera  identique- 
ment  la  m^me  que  celle  qui  avait  lieu  constamment  entre 
les  variables;  et  qu'il  siiffit  de  changer  dans  ce]le-ci  les 
variables  dans  leurs  limites,  pour  avoir  la  relation  qui 
existe  entre  ces  demieres. 

Si  cette  substitution  introduisait  des  indeterminations 
apparenles,  on  les  ferait  disparaltre  par  des  proced^s  c[ue 
nous  aurons  occasion  de  faire  connaitre  par  la  suite. 

C'est  ainsi  que  se  trouve  g^n^ralis^  la  proposition  qui 
sert  de  base  a  la  m^thode  des  limites ;  et  la  m^thode  elle- 
m^me  consiste  a  considerer  les  quantites  dont  on  veut  d^- 
couvrir  la  relation,  comme  limites  de  quantites  plus 
simples,  et  chercher  la  relation  de  ces  demiires.  Lors- 
qu'elle  est  etablie,  il  ne  reste  plus,  d'apris  le  th^rime 
prec^ent>  qu'a  snbstituer  a  toutes  les  variables  leurs  li- 
mites respectives. 

Les  quantites  variables  qui  ont  pour  limites  les  quantites 
proposees  peuvent  ^tre  cboisies  de  bien  des  maoieres  dilT^ 
rentes,  comme  nous  avons  d^ja  ea  Toccasion  de  le  dire,  et 
ce  choix  est  tris-important.  Les  calculs  peuvent  ^tre  tr^s- 
simples  ou  tres-compliques,  suivant  la  nature  de  ce^^  va- 
riables-, et  dans  chaque  ras  particulier  il  faudra  s'atlactier 
1.  i5 
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d'abord  a  reconnaitre  quelles  sont  celies  qui  donneront  le 
pltis  de  facility  au  calcul.  Ainsi,  par  exemple,  quand  on 
cherche  la  relation  entre  les  surfaces  d^  deux  cercles  et  leurs 
rayons,  on  considere  ces  cercles  comme  limites  de  polygones 
r^guliers  semblables,  parce  que  la  relation  entre  ces  poly- 
gones et  les  rayons  des  cercles  est  trfes-facile  a  obtenir;  tan- 
dis  qu'elle  aurait  et^  tris-difficile  k  di^cduvrir  si  Ton  avail 
suppose  diff^rents  les  nombresdes  c6t(^s  des  deux  polygones, 
et  que  de  plus  on  ne  les  eut  pas  supposes  regtdiers.  Au 
reste,  si  cette  demiire  ^tait  d&ouverte,  elle  conduirait  ne- 
cessairement  a  la  m6me  relation  entre  les  cercles  et  leurs 
rayons,  et  le  choix  des  variables  n'a  d' autre  efTet  que  de 
conduire  plus  on  moius  simplement  au  r^sultat.  Mais  il 
n'y  a  aucune  regie  precise  a  donner  k  ce  sujet. 
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CHAPITRE  11. 

DES  Dl^RIV^ES,  DES  DIFFERENCES  ET  DES  DiFFl^RBN- 
TIELLES  DES  FONCTIONS  D'UNE  SEULE  VARIABLE. 
NOTATIONS. 


169.  Nous  avons  demontr^  (n^69)  que  le  rapport  des 
accroissements  iDfiniment  petits  correspondants  d'une  fonc- 
tion  et  de  la  variable  dont  elle  depend,  tend  en  general  vers 
nne  limite  d^terminee,  et  nous  avons  nomme  cette  limite 
derwee  de  lafonction  par  rapport  a  la  variable  indepen^ 
dante. 

L'accroissement  positif  on  negatif  d'une  variable  quel* 
conque,  d^pendante  on  independante,  se  nomme  la  diffe^ 
rtnce  de  cette  variable,  et  se  designe  par  la  caracteristique 
il  suivie  de  la  lettre  qui  represente  la  variable. 

Ainsi  A^,  l^y^  £^z^  etc.,  repr^sententles differences  ou 
accroissements  des  variables  x,  y^  z^  etc. 

La  derivee  d'une  fonction  se  designe,  comme  nous  I'a- 
vons  d^ja  dit,  par  la  lettre  m^me  qui  designe  ceite  fonction 
affectee  d'un  accent  :  de  sorte  que  les  derivees  par  rapport 
a  X  des  fonctionsF  {^)?y^(j^)»  9  (^)j  etc.,  s'ecriront  ainsi : 

F'(^),    /'(*)>     fW..    .. 
ou  encore 

DF(^),     D/(x),     Dy(a:).... 

Ainsi,  d'apres  la  notation  des  dillerences,  si  Ton  designe 
une  fonction  quelconque  F  (x)  pary,  on  aura,  en  suppo- 
sant  que  Ax  et  ^y  tendent  vers  zero, 

lim.  ^  =  r  {x)  =  Dj, 

et,  par  cons^u^nt,  en  representant  par  a  une  certaine 

i5. 
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quantite  tendant  vers  zero  en  m&me  temps  que  £ix, 

J!l  =  Y' (x) -h  oLy     et     Ajr  =  F'(4r)A^4-aA^. 

170.  Cette  derniire  expression  nous  fait  voir  que  Tac- 
croissement  infiniment  petit  d'une  fonction  quelconque 
peut  ^tre  consider^  comme  compose  de  deux  parties,  doot 
Tune  olAx  est  infiniment  petite  par  rapport  a  Tautre  qui 
est  P  (x)  Ax.  Or  nous  savons  que  les  limites  des  sommes 
ou  des  rapports  d'infiniment  petits,  ne  sont  pas  alterees 
lorsqu  on  remplace  ces  infiniment  petits  par  d'autres  qui 
en  different  de  quantit^s  infiniment  petites  par  rapport  a 
eux.  Done,  toutes  les  fois  que  Ay  entrera  dans  un  calcul 
comme  terme  d'un  rapport  ou  d^une  somme  dont  on  cher- 
chera  la  limite,  on  pourra  le  remplacer  par  F'  {x)  Ax, 
c'est-a-dire  par  le  produit  de  la  derivee  dey  par  Taccrois- 
sement  infiniment  petit  de  la  variable  ind^pendante  x. 

On  donne  le  nom  de  differentielles  a  ces  quantites  que 
Ton  peut  substituer  aux  difierences  infiniment  petites  des 
fonctions.  Elles  sont  plus  simples,  puisqu'on  neglige  dans 
celles-ci  le  terme  a  Ax  qui  est  presque  toujours  excessive- 
ment  complique.  Ce  sont  m^me  les  plus  simples  quantites 
que  Ton  puisse  considerer  au  lieu  de  Taccroissement  de  la 
fonction  correspondant  a  Faccroissement  arbitraire  Ax^ 
puisque  c'est  le  simple  produit  de  ce  Ax  par  une  fonction 
ou  Ax  n  entre  pas. 

Les  differentielles^  ces  quantites  infiniment  petites,  plus 
simples,  que  Ton  peut  substituer  aux  differences  elles- 
m&meS)  se  designent  par  la  caracteristique  d^  au  lieu  de  A, 
et  comme  elles  ne  sont  autre  chose  que  le  produit  de  la 
derivee  de  la  fonction  par  Uaccroissement  de  la  variable, 

on  aura 

dr 

dy=Y'{x)^x     ou      -^=F'(d:); 
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la  difTerentielle  est  done  une  quantite  dont  le  rapport  a 
TaccroissemeDt  de  la  variable  est  egal  a  la  iimite  du  rap- 
port de  la  difference  de  la  fonction  a  ce  m^me  accroisse*- 
meDt.  On  vpit  que  la  recherche  de  la  deriv^e  ou  celle  de 
la  diffi^rentielle  d'une  fonction  sont  une  seule  et  m6me 
question . 

171.  Si  Ton  suppose  que  la  fonction  y  soit  j:  ]ui*m6me, 
on  aura 

Aj'=Ax,     F'(a:)  =  I     et     dyzzi^x. 

Ainsi  la  dillerentielle  de  la  fonction  j^,  qui  dans  ce  cas 
c$t  X,  est  identique  a  A  a:,  c'est-a-dire  que  Ton  a 

dxz=:Ax-y 

I't,  comme  il  est  plus  naturel  d'employer  une  seule  carac- 
teristique  quaiid  cela  est  possible,  toutes  les  fois  qu'il  s'agira 
de  difierentielle  de  fonctions  de  x  nous  representerons  I'ac* 
croissement  de  x  par  dx\  et^  lorsqu'il  s'agira  des  accroisse- 
ments  exacts  designes  par  la  caracteristique  iS^,  nous  repr^ 
senterons  raccroissement  de  x  par  Ax. 

Remaeque.  —  Si,  dans  une  m^me  question,  on  a  a  con* 
siderer  une  variable  independante  x  et  plusieurs  fonctions 
7,  z,  Uy  f^,  etc.,  de  cette  variable;  que  Ton  represente  par 
Aj,  Az,  Au,  Af^,  etc.,  les  accroissements  de  ces  fonctions, 
correspondants  a  un  mkme  accroissement  Aar  de  x^  et  par 
dy^  dzj  du^  d%f^  etc.,  lenrs  diflerentielles  correspondantes 
k  dx=z  Ax  :  toutes  ces  diflerentielles  seront  dans  des  rap- 
ports  constants  avec  dx  et,  par  consequent,  les  uoes  avcc 
les  autres,  a  mesore  cjue  iix  tendra  vers  zero.  Ces  mpporu 
constants  seront  evidenmu*nt  les  lin&iles  des  rapports  des 
differences  correspondantes.  qui  ue  difTerent  des  differen- 
lielles  que  do  quant! tes  infinioient  p'lite^  par  rapport  k 
clles-memes. 
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Aiusi,  par  exemple,  on  aura 

—  =  lim.--i 

de  sortc  qae  —  est  la  derivee  de  i^  par  rapport  ky^  quelle 

que  sojt  la  variable  commune  pdr  rapport  a  laquelle  on  alt 
pris  les  difTerentielles  di^  et  dy.  Ce.qu'on  peut  encore  ex- 
primer  d^une  autre  maniire  en  observant  que  —  est  le  rap- 
port de  —  i  -^»  ei  on  obtient  cette  proposition  que  la  de- 

rwee  d^une  "variable  v  par  rapport  a  une  autre  variable  f, 
est  egale au  rapport  des deris^ees  de  vet y  par  rapport  a 
une  mdme  variable  quelconque  x,  dont  elles  peuvent 
^ire  considerees  comme  dcpendantes. 

Des  fonctions  simples,  des  fonctions  defonctions  et  des 

fonctions  composies. 

172.  La  maniire  dont  une  quantite  peut  d^pendre  d^une 
autre  est  susceptible  d'une  vari^t^  ind^finie.  Parmi  toutes 
les  formes  possibles  de  fonctions  ^  on  en  a  choisi  un  certain 
nombre  trAs-limitrf,  auxquelles  on  est  convenu  de  cbercher 
a  ramener  toutes  les  autres.  Elles  sont  telles,  que,  soil  par 
les  premieres  operations  de  Taritlim^tique,  soit  au  moycn 
des  Tables  construites  d'avance,  on  peut,  avec  un  degre 
suffisant  d^approtimation,  obtenir  leurs  valeurs  correspon- 
dantes  k  des  valeurs  num^riqttes  quelconques  de  la  variable 
dont  elles  dependent. 

Ces  fonctions,  que  Ton  d^signe  sous  le  nom  defonctions 
simples^  sont  les  suivantes,  dans  lesquelles  a  d^signe  une 
quantity  independante^de  la  variable  x  :  a-^x,  a-^^x^ax^ 

-?  X'"  [m  etant  un  nombre  reel  quelconque),  a*,  sinjr, 

rosx,  tangx,  cotx,  seco:,  cosecxj  et  les  fonctions  inverses 
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logx,  arc  rinr,  arc  cosx,  arc  taogo:,  arc  cotx^  arc  sicx^ 
arc  cosecx. 

Une  fonction  quelconque  de  x  peut  6tre  soumise  aux 
op^radoDS  qui  constituent  une  nouvelle  fonction;  on  a 
alors  une  fonction  d'une  fonction  dc  x.  En  la  considerant 

« 

elle-m^mecomme  une  variable^  on  peut  encore  la  soumettre 
aux  operations  qui  constituent  une  nouvelle  fonction,  et 
ainsi  de  suite.  Les  fonctions  obtenues  de  cette  maniire  se 
nonunent,  en  general,  des/bnctions  de  fonctions. 

Loraqu'une  fonction  depend  de  plusieurs  fonctions  de  or, 
on  la  nomme  une  fonction  composee  de  x^  et  c'est  le  cas 
leplus  general  des  fonctions  explicites^  c'est-a-dire  de  celles 
qui  sont  Tindication  d^operations  qu'on  sait  effectuer. 

Dans  tons  les  cas,  lorsque  deux  fonctions,  renfermant 
un  nombre  quelconque  de  variables  dependantes  d^une 
seule,  sont  toujours  ^ales,  quelque  valeur  qu'on  donne  a 
cette  variable,  il  est  clair  que  leurs  accroissements  corres- 
pendants  sont  toujours  ^aux,  et  que,  par  consequent, 
leor  derives  par  rapport  a  cette  variable  le  sont  aussi, 
ainsi  que  leurs  di£R$rentielles. 

D'ou  il  r^ulte  que^  quand  une  equation  a  lieu  pour 
loute  'valeur  de  la  variable  independante  ^  les  derivees  ou 
les  ^UfferentieUes  de  ses  deux  membrespar  rapport  ii  cette 
variable  sont  egales^   quelque  valeur  quon  lui  donne. 

Nous  allons  faire  connaitre  les  principes  au  moyen  des- 
quels  la  determination  des  differentielles  ou  des  derivees  de 
toutes  ces  fonctions  se  ramine  a  celles  des  differentielles  ou 
des  derivees  des  fonctions  simples. 

Differentiation  des  fonctions  de  fonctions. 

173.  Considerons  une  fonction  u  de  or,  d^terminee  par 
la  suite  d' equations 

«  =  F{z),      Z=/{jr),      r  =  (p(x), 
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et  cherchons  sa  derivee  par  rapport  a  x^  ou  la  limite  dn 

rapport — ?  dont  les  deux  termes  tendent  vers  zero,  opera- 

tion  qu'on  appelle  differentiation.  Solent  Au,  Az,  Aj  les 
accroissements  de  u^  ^^y^  correspondants  a  raccroissement 
Ax  de  x;  on  aura  identiquelnent 

A  a       ^u  ^z    ^y 
Ax       As    Aj   Ax 

d'ou,  en  observant  que  la  limite  d'un  produit  est  le  produit 
des  limites, 

A  tt  Aii  A2  A  Y 

lim.  —  =  lim.  —-.  lira.  —  .lim.  ^  =  F'  (z)f  iy)  •'  («). 
Ax  A  3  Aj  Ax  \   t'^    \J  /  "T  \    I 

Done  la  derii^ee  de  u  par  rapport  a  x  est  le  produit  des 
deri\fces  de  u  par  rapport  it  z,  de  z  par  rapport  ay^  et  de 
jr  par  rapport  h  x* 

Si  Ton  repr^senie  la  derivee  de  u  par  rapport  a  x  par  le 
rapport  des  difii^rentielles,  on  aura 

ou 

daz=,r{z)f{y)fi'{x)dx, 

Cest  encela  que  consiste  le  principe  de  la  differentiation 
des  fonctions  de  fonctions.  II  a  lieu  ^videmment,  quel  que 
soit  le  nombre  des  fonctions  accumul^es ;  et  il  ram&nc  a  la 
simple  differentiation  de  chacune  de  ces  fonctions,  conside 
ree  isolement. 

Remarque.  -—  Si  y  et  4?  sont  des  fonctions  de  x  et  qu*on 
ait  Tequation 

les  deux  fonctions  y  et  ^j^  etanl  egales,  quel  que  soil  jr. 
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ont  m&me  derivee  par  rapport  k  x  '^  on  a  done 

ou 

dz  et  dy  etant  les  diff(£rentielles  et  non  les  accroissements 
exacts  de  z  eiy  correspondants  a  Taccroissement  indepen- 
dant  donne  a  x^  de  sorte  que  Ton  n'aurait  pas 

Differentiation  des  fonctions  inverses. 

174.  Si  Ton  d^signe  une  fonction  F  [x)  par  j^  c  est- 
a-dire  si  I'on  pose 

j==F(x) 

eiqu'en  r^solvant  par  rapport  a  a:,  on  en  tire 

on  dit  que  les  fonctious  F  et  (p  sont  inverses  Tune  de  I'autre. 
Cela  pose,  ces  deux  ^nations  etant  les  m^mes  sous  une 
forme  difierente,  elles  donneront  les  m6mes  accroissements 
correspondants  pour  x  et  y.  Soient  A.r,  £iy  ces  accroisse- 
ments, on  aura 

F'(a?)=lim.  •— =liin.  -7- — r-  =  -7-7 — r=  -ttstt— r^i 

i^ou  il  resulte  que,  pour  avoir  la  derivee  d'une  fonction 
F  (jt)  inverse  de  la  fonction  <f(oc)^  dont  on  sail  trouverla 
deriv^,  il  suffira  de  prendre  la  reciproque  de  la  fonction 
derivee  ^',  ot  de  placer  sous  ce  signc  la  fonclion  proposec 
F  (,r). 
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Expression  fie  V accvoissement  infiniment  petit  d^une 
fonction  de  plusieurs  a^ariabies  dependantes  ou  inde- 
pendantes. 

175.  Consid^rons  une  fonction  y  qui  d^pende  de  deux 
variables  u^  v,  et  soil 

Si  Ton  donne  k  u  el  i^  des  aceroissements  infiniment  petits 
Ai/,  A(^  dependants  ou  ind^pendants  Tun  de  T  autre,  sui- 
vant  que  zi  et  i^  le  seront  eux-m^mes,  raccroissement  cor- 
respondant  de  y  sera 

A  7  =  F  ( a  4- A  a ,  c' H- A  f' )  —  F  ( a ,  c ) 

et  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

A  7  =  F  (tt  -I-  Aa,  p)  —  F  (m,  p) 

-hF(a4- Aa,P  -+- A*')  — F{tt-|- A»,  f). 

Les  deux  premiers  termes  peuvent  s'^crire  ainsi  : 

' '  Ar/. 

Le  ooeifficient  de  Au  ne  difffere  que  d'une  qnantite  infini* 
ment  petite  de  la  derivee  F  (m,  i^)  par  rapport  a  ii,  i^  etant 
considere  comme  constant.  Soit  Fi  (w,  V)  cette  derivee, 
que  Ton  appelle  deriuee  partielle  de  F  (ii,  \f)  ou  dej^,  par 
rapport  a  u  •,  Texpression  precedente  pourra  se  mettre  sous 
la  forme 

a  designant  une  quantite  qui  devient  nttlle  avec  Ar/. 
La  seconde  partie  pent  se  mettre  sous  la  forme 

F(m  H-  Att,  i'-H  A(^)  —  F(w  H-  A«,  p) 


Af' 


Ac. 
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Le  coefficieDt  de  At^  ne  differera  de  la  d^riv^  de 
F(ii+Au)  ^)  par  rapport  a  (^  consid^re  comme  seule  varia- 
ble, que  d'une  quantite  6  qui  deviendra  nuUe  avec  A  v.  Soit 
Ff  (u,  f/)  laderiv^  partielle  de  F  (u,  i^)  par  rapport  a  f^;  on 
poarra  done  mettre  la  seconde  partie  de  A^  sous  la  forme 

[F,(iH-Aii,«')-^p]A<F, 

|3  devenant  nul  avec  Af/. 

Mais  F,  (i<  + An,  I')  ne  difl&re  de  F,  (n,  i^)  que  d'une 
quantite  qui  deviendra  nnlle  avec  An ;  I'ajoutant  avec  /3,  et 
en  designant  leor  somme  par  a',  la  seconde  partie  de  A^ 
aura  pour  valeur 

et,  par  consequent,  en  reunissant  les  deux  parlies  de  A  r^ 

Aj  =  [F,  (tf,  p) -h  a]Aii-4-[F,(a,i') -h  a']  Ap. 

OraAu,  ^tant  infiniment  petit  par  rapport  a  la  premiere 
pariie,  Test  par  rapport  a  Ajr  lui-m^me ;  et  il  en  est  de 
mhae  de  a^Ay^  soit  que  Au  et  Af^  soient dependants  ouin- 
dependants  Fun  de  Fantre.  Done,  en  designant  par  cd  une 
quantite  infiniment  petite  par  rapport  a  Ajr,  on  anra 

A  jr  =s  F,  («,  p)  A«  -4- F,  («,  I')  Ar  -f-  ••. 

On  represente  les  deriv^  partielles  Fi  (tf ,  y),  F9  (u,  y)  par 
'-l^.  ^FKl),  „„  ^,  ^,  ^ a £am  bien  « rappeler 

aa  €iP  dm   th  ^* 

que  ces  deux  ify  soot  diffirnnts  et  repr^sentent  les  different 
tielles  de  J'  rdatives  a  la  variation  d'nne  senle  des  quantity 
u,  (^ :  on  les  nomme  les  diflereotielles  partielles  de^  par 
rapport  a  u  on  a  i^.  Enler  avait  propo^  d'^crire  ainsi  ces 

derivfe  partielles  :   (  ^ )  M  ^  )  *  On  a  snpprim^,  d<*puis, 

ces  parentheses.,  parce  qu^a^cf;  un  |Kru  d^aiUimtiori^  toolir 
ni^priscest  impossible.  LVVjuatjon  pm^Vl^rrit^r  *Vf<rrira  alor* 
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de  cette  maniere  : 

dy  dr 

Ar  =  — -  Aa  -f-  -T-  Ai»-|- w; 
da  dv 

et  il  est  bon  de  se  rappeler que  co  se  compose d'abord  dune 
partie  qui,  divisee  par  Au,  devient  encore  nuUe  quand  ou 
y  fait  Au  =  o,  et  d^une  autre  partie  qui,  apres  avoir  et^ di- 
visee par  Ap',  contientdes  termes  qui  deviennent  nuls,  les 
uiis  quand  on  y  fait  Au=  o,  et  les  autres  quand  on  y  fait 
Ai^=o. 

On  aurait  des  resultats  analogues  pour  un  nombre  quel- 
conque  de  variables  u,  i^,  etc.,  soit  entierement  indepen- 
dantes,  soit  dependantes  les  unes  des  autres,  ou  d' autres 
variables  quelconques. 

Differentiation  des  fonctions  composees, 

176.  Soit 
et 

Y  sera  alors  une  fonction  composee,  relativement  a  x. 

Pour  avoir  sa  derivee,  on  remarquera  que,  d'apr^s  cequi 
precede,  on  a,  en  supposant  les  accroissements  infiniment 
petits, 

dv  dr  d  Y 

A7=-f  Aa4--^Ap-t-  3^A«»-+-  ...  H-«, 
du  dp  dw 

o)  etant  infiniment  petit  par  rapport  a  Aj-. 

Divisant  par  Aj:  et  passant  aux  limites,  on  obtient 

dy       dy  du       djr  dv        dy  dw 
dx       du  dx        dv  dx       dw  dx 

expression  dans  laquelle  il  nc  faut  pas  oublier  que  y-»  -r' 

d  Y 

~  sonl  les  derivecs  parliellcs  do  la  fonction  j'.  Si  x  entrail 
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explicitement  daDsF  (ii,  i^,  tv,. . .),  par  exemple  si  fin'e- 

tait  autre  chose  que  a:,  -j-  deviendrait  —  et  serait  la-  deri- 

vee  partielle  de  lafonction  par  rapport  a  x\  tandis  que  le 

-J-  da  premier  membre  est  la  d^rivee  totale  de  la  fonction 

dans  laqaelle  on  fait  varier  toutes  les  quantit^s  d^pendantes 
de  X.  On  ne  se  m^prendra  jamais  snr  le  sens  de  ces  nota- 
tions :  c'etait  pour  ^viter  toule  crainte  a  ce  sujet,  qu'Euler 
avait  propose,  comme  nous  Favons  dit,  de  mettre  en\re 
deux  parentheses  les  d^rivees  partielles ;  mais  on  a  renonc<^  a 
cette  precaution. 

L'equation  ci-dessus  donne,  en  multipliant  les  deux 
membres'par  dxy 

du  dv  aw 

que  Ton  ecrit  quelquefois  ainsi  : 

rfjr  =  rf,  jr  4-  rf,  ^  -t-  dwX  -h   •  .  .  . 

On  pent  done  enoncer  ainsi  le  principe  de  la  diflerentia- 
lion  des  fonctions  composees  : 

La  diff'erentielle  d' une  fonction  composee  est  egale  a  la 
somme  de  ses  diff'erentielles  partielles,  relatives  h  chacune 
des  variables  quiy  entrent  explicitement. 

Quant  aux  differentielles  ^fii,  ^/j^, 'etc.,de  ces  demieres, 
elles  se  rapportent  toutes  a  la  difTerentielle  dx  de  la  va- 
riable unique  dont  elles  dependent. 

477.  Theoreme  des  fonctions  homogines.  —  La  diffe- 
rentiation des  fonctions  composees  donne  la  demonstration 
d'un  theorime  remarquable  sur  les  fonctions  homog^nes. 
On  dit  qu'une  fonction  de  plusieurs  variables  est  homog^ne 
ct  du  degre  niy   lorsqu'en    multipliant   chaque   variable 
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par  une  iudeterminee  f,  la  fonction  se  trouve  multipliec 
par  t"". 

Cela  pose^  soient  u  =F  (x, y,  z, . . .)  une  fonction  ho- 
mogine  et  du  degre m,  ety  (a:,j^,  ^v)?  ^(^'JT?  -^r,...),  etc., 
ses  d^rivees  partielles  par  rapport  a  a:,/,  etc. 5  on  aura, 
d'apr^s  la  definition  precedente, 

(i)  F  (to.  ty,  tz,...)  =  t'"F{a!,y^  z). 

Difierentiant  les  deux  membres  par  rapport  a  la  variable  t 
seulement,  il  vient 

^(to,  ifj  tz,. ..)x  -h  ^  {tx,  ty^  tZy,,.)x  -h  ...  =  wi*~'  F(a:,j^,  2); 

faisant  £  =  i  dans  cette  identile,  on  aura  la  suivante : 

,.  .  du  du         du 

ax  dy         dz 

C*est  en  cela  que  consiste  le  theoreme  desfonctions  homO' 
genes. 

On  peut  remarquer  que  si  dans  Fidentit^  (')  ^^  suppose 

f  =  -?  on  obtient 

X 


Ainsi  une  fonction  homogene  de  degre  m,  divis^e  par  la 
puissance  m  d'une  des  variables,  ne  depend  plus  que  des 
rapports  des  autres  variables  a  la  premiere. 

Differentielle  dune  somme^  iTunproduit  ou  dun  quotient. 

178.  La  r^le  preo^ente,  appliqu^  a  une  somme  de 
termes,  monire  que  la  differentielle  d'une  pareille  fonction 
est  la  somme  des  dtflerentielles  de  chacun  de  ses  termes, 
ce  qui  etait  d'ailleurs  evident  de  soi-m^me. 

Si  Ton  suppose  maintenant  j  =  iiinv. . . ,  la  m^me  regie 


CILCUL   DES    d£rIV£eS    ET    DES    DIFFI&RENTIELLES,   ETC.    nig 

donnera,  en  observant  qu'en  general  d[^AF{x)'\=AdF(x)j^ 
si  A  est  un  coefficient  constant, 

ou 

fdu       dp       dw  \ 

dy  =  nvw,  ..I 1 1 h«.. 

\u  V  w  ] 


•  •  •  • 


Soit  encore ^es  -»  d'oii  1^=2=  a.  En  prenant  les  different 


tielles  des  deux  membres,  on  aura 


ydp  4-  vdy  =  duy 

d'ou 


//a       ^^/p        du       udv  ^ 


ceque  Ton  pent  ^crire  ainsi  ; 

vdu  —  udv 


dy^ 


p" 


Ces  trois  regies  sont  d'un  usage  tr&s-frdquent. 

Comment  la  d^erentiation  de  toute  fonction  explicite 
se  ramene  h  celle  des  fonctions  simples, 

179.  Consid^rons  maintenant  une  fonction  explicite 
quelconque  de  x  :  elle  indique  une  suite  d' operations  a 
effectuer,  d6s  que  Ton  aura  choisi  arbitrairement  une  va- 
leur  num^rique  pour  x.  Celle  de  ces  operations  qui  doit  se 
faire  la  demiire,  et  doDt  le  r^sultat  est  la  valeur  de  la  fonc- 
tioD,  porte  soit  sur  une  seule,  soit  sur  deux  quantit^s  va- 
riables avec  x\  dans  ce  dernier  cas  la  deriv^e  de  cette 
foDction  se  ramine,  par  le  theordme  des  fonctions  compo- 
sees,  au  cas  ou  une  seule  des  deux  quantites  serait  variable, 
et  alors  on  n'a  plus  a  consid^rer  qu'une  fonction  simple. 
Si  done  on  savait  trouver  les  derivees  de  toutes  les  fonc- 
tions  simples,  on  saurait   trouver  celle  de  la  fonction 


Ax 
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proposee,  au  moyen  dcs  derivees  des  quautites  sur  les- 
quelles  doit  s'executer  la  derni^re  operalion.  La  question 
est  done  ramenee  a  determiner  ces  derivees,  qui  sont  celles 
de  fonctions  moins  compliquees  que  la  proposee,  etqui 
se  rameneront  semblablement  a  d'autres  fonctions  en- 
core moins  compliquees,  jusqu^a  ce  que  Ton  parvienine  a 
des  fonctions  simples. - 

Tout  se  r^uit  done  a  la  diff!§rentiation  de  cesdemieres, 
et  c'est  de  quoi  nous.allons  nous  occuper  presentement. 

Differentidtion  des  fonctions  simples, 

180.  Differenlielle  de  log  x,  —  Soitj^  =  log  x;  ce  loga- 
riihme  elant  pris  dans  une  base  quelconque  «,  on  aura 

^y  =  log  (x  -r  Ax)  —  logx  =  log  ( 
et,  par  suite, 

Ax  A.r 

Posons  — =  «»  et  substituohs  dans  le  second  membre,  il 

X 

vient 

A  J       log(H-a) 
Ax  ax 

Or  on  sait  que  lorsque  a  tend  vers  z^ro  [voif  la  note  Ilia 
ia  fin ),  -^ tend  vers  log  e,  e  design  ant  la  base  du  sys- 

teme  de  Neper.  Done  la  limite  de  —  est—2 — 
*  Ax  X 

On  pent  done  ecrire 

^ .  r/r       log  <?  ,         log  e  , 

Dlog.r  =-p-r=  — 5__,     ou     dy=z-^^-dx, 
ax  a*  X 
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Si  Ton  observe  que  log  e  =  j-?  1  designant  les  logarithmes 
neperiens ,  on  pourra  &:ri  re 

das         dy  I 

xla       ax       xia 

si  a  =  e,  on  aura  y  =  1^, 

__^       ^ ^^ 

jc         eix       X 

Dans  le  cas  ou  a==  lo,  le  module  loge  a  pour  yaleur 
]oge  =  0,434^94^  •  •  •  • 

181.  Differentielle  de  of.  — Soil  maintenant  la  fonction 
inverse y  =  a'.  D'aprfe  la  r^le  donnee  en  general  pour  les 
fonctions  inverses^  et  dont  on  pourrait  refaire  la  demons- 
tration 8ur  chaque  cas  particulier^  on  aura 

dy  Y  tM*  , 

—  =  -^^  = =  fl*  I  a , 

dx       logff       log^ 

et,  par  suite, 

dy  =  a^\adx»^ 

On  pourrait  aussi  trouver  directement  la  differentielle  de 
a',  et  en  d^uire  celle  de  la  fonction  inverse  logx.  En  efFet, 
si  Ton  ay=a',  on  aura 

6.y  =  a'-^-^*  —  a'  =  a'  (a ^'-.  i); 

d'ou 

—  :=a' 

A.ir  Ax 

Tout  sc  r^uit  done  a  trbuver  la  liinite  de  ■ -^  ou, 

pour  plus  de  commodite,  de »  a  tendant  vers  zero. 

I.  16 
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Posons 

a"— 1=6,     d'ou     a«=i4-6, 

g 
il  faudra  trouver  la  limite  de  -^  pour  cela  on  remplacera  a 

par  sa  valeuren  6,  donnee  par  I'equation  pr^c^ente,  d^oa 
Ton  tire 

aIfl  =  l(i-4-e); 

il  en  resulte 

te        l(l-h6      ' 

d'ou  lim  -=la,  el,  par  consequent, 

dr 

-f-  sssa'lazzzDa'y     et    djrziz  a*\adx, 

ax 

182.  Differentielle  de  xr  --^  Soil  jr  c=:  x^x^  on  aura,  en 
prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  la  base  e, 

\y  =  m\x\ 

prenant  maintenant  les  difFerentielles  des  deux  membres, 
il  vient 

—  =  m  —  9      d  ou     dr  =  — ^  oia:. 

Kempla^ant  y  par  o:^,  on  aura,  quel  que  soit  m, 

dr 

Si  /  et  X  n  etaient  pas  positifs,  les  logarithmes  seraient 
imaginaires ;  on  evitera  cette  difficulte  en  elevant  an  carr^ 
les  deux  membres  de  F^quation  jr  ==  x"*,  ce  qui  donne 

et,  prenant  les  logarithmes, 

\jr^  r=  m\xK 
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Oifferentiant  les  deux  membres,  il  vient 

;; —  =:  Hi ; 

€1,  comme  on  recomiait  facilemem  que  Ton  « 

cette  equation  deviendra 

djr mch: 


et,  par  suite, 


<r  =  mar-^  dx     el     -^=z 


dx 

comme  dans  le  premier  cas. 
Dans  le  cas  particulier  de  m  =  —  i ,  ou  irouve 


Si  m  =  .,on  a 

2 


^.^=  '^ 


On  peat  panrcnir  dk«cteiiient  k  la  d^v^  on  a  la  diff^ 
i«ntidle  de  x-.  £a  «flfet,  cette  d^v^  est  la  limite  de 

: cm  de    a"  ^  ^ . 


posant 


^*  Ax 


Ax 


w  aura  a  trouver  la  limiie  de 
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quand  a  lend  vers  zero.  Posons  (i-f-a)"*  —  i=6;la  ques- 

g 
lion  revienl  a  trouver  x^"^  lim  —  Pour  avoir  celte  Hmite 

a 

il  faut  exprimer  a  en  S  au  moyen  de  I'equation  de  trans- 
formation, qui  donne m/ ( i-f- a )  =;  / ( i  -f- 6) . 

Mais  on  sail  que  dans  la  recherche  des  limites  de  rap- 
ports, on  peut  remplacer  /(i+z)  par  j5,  quel  que  soil 
rinfiniment  petit  z;  done 

hm  -  =t  am  ^t :  =  ^  * 

a  /(l-ha)  ' 

etla  deriv^ede  a:'"  est  mx^~*.  Ainsi 

Remarque.  — La  limite  de  ^tant  m,  on  a  -  =  m  (i  -Hco), 
(0  tendant  vers  zero  avec  a.  On  aura  done,  quel  que  soit  m, 

^ ^! =  /w(i+fi>)     ou     (i  -4-a)"  =  I  H- iiia(i  +«) 

et  Ton  pourra  remplir  (i  -ha)'" —  i  par  ma  sans  aherer 
les  limites  des  rapports. 

183.  Differentielles  de  sin  a?,  tang  x^  secx.  -^  Les  lignes 
trigonom^triques  etant  des  fonctiona  de  Tare  corres{X)n- 
dant  (voir^  dans  les  applications  g^om^triques,  Farticle  sur 
la  longueur  des  lignes  courbes),  nous  pouvons  chercher 
Texpression  de  leiirs  differentielles  correspondantes  a  celle 
de  Tare.  Dans  tous  ces  calculs  nous  supposerons  quele 
rayon  soit  pris  pour  unite. 

i«*.  Soitd'abord 

X  =r  sinx, 

il  en  resultera 

.    /           .     \                          .Ax         /          Ax\ 
Af  =  sm [x  -^  Ax)  —  smx  =  2  sm  —  cos  (  x  H j ; 
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d'ou 


sm  — 
- —  = cos 

2 


(-t) 


Or,  lorsqu'un  arc  tend  vers  z^ro,  \e  rapport  du  sinus  a 
Fare  tend  vers  i'unite,  ainsi  que  le  rapport  de  la  tangente  a 
Tare,  ou  du  sinus  a  la  tangente^  done 

.    Ax 
sin  — 

lim. =  I  : 

AX 
2 

la  limite  du  second  membre  est  done  cos  x. 
On  a  done 

~-  =  cosx,     ou    D  SID  J?  =  cos:*:; 
ax 

onend^uit 

djr  =  cosxdXf 
ou 

d,  sin  X  =  cos  xtix. 

2°,  Soit  maintenanty  ==  tangjr;  on  aura 

tans' J7  -i-  tanj'A.r  tancAx  ( i  +  tang'x) 

I — tangxiangA^  ^  i  —  tang  ar  tang  A^ 

dou 

A  J       tang  A. r  i  H-  lang*^ 

Ax  A*      I  — tang  X  tang  A  jr ' 

et  passant  aux  limites, 

-f- 1=  I  ■+-  Uxna^x  =.  sec^x  =  — -—  ; 

fix  COh^X 


aiDsi 


I)  {Aucx  =  — r-' 
^  cos'  X 


1 
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avec  le  signe  — ;  on  reconnaitra  celnique  Ton  doit  prendre, 
en  consid^rant  la  ligne  trigonometrique  qui  i'a  introduit. 

Les  trois  derni&res  difTerentielles  sont  egales  aux  trois 
premieres,  en  faisant  abstraction  des  signes,  qui  peuvent 
^tre  semblables  ou  dissemblables  ^  et  cela  tient  a  cequela 
somme  ou  la  difil^rence  des  deux  arcs  cqrrespondants  est 
une  constante. 

Les  signes  que  nous  avons  donnas  aux  radicaux  dans  ces 
formules  se  rapporteiit  au  cas  ou  Fare  est  conipris  entre  o 


et~- 

2 


Les  difTerentielles  des  fpnetions  trigonpmetriques^  pu 
fonctions  circulaires,  pourraient  encore  s'obtenir  par  des 
considerations  g^ometriques  fort  simjJies^  auxquelles  nous 
ne  nous  arr&terons  pas. 

185.  Le  tableau  suivant  renferme  les  diffi^rentielles  de 
toutes  les  fonctions  simples.  Nous  y  representons  par  la 
lettre  caracteristique  L  les  logaritbmes  dans  une  base  quel- 
conque,  etpar  1  ceux  qui  se  rapportent  a  la  base  de  Neper. 
Dans  les  fonctions  trigonometriques  inverses,  les  signes  des 

radicaux  supposent  Fare  compris  entre  o  et  -• 


d.** 


=  nx 


«-'4x 


<l.lx  = 
d.  a    = 


,     dx 
Le  — 

X 

dx 

X 

a' \adx 


/dx 


d.  sin  X : 

<2.tangx 

d . s^c  X 
d.cosx 

J.cotx 

<2.cosecx 


Qosxdx 

ji_ 

COS*X 

tang  X  sec  x<ir 
; —  smxdx 
dx 


sin '  X 
—  cot  x  cosec  xdx 


J.arcsinx  : 

d.  arc  tang  x: 
cl.arc  sec  x 


dx 


dx 
i-t-x' 

dx 

x^jtTTV 

dx 


d.  arc  cos  x  = 


d.  arc  cot  x 
rf.arc  cosec  x 


dt 
dx 
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II  est  bon  d'observer  que  ces  differentielles  des  fonctions 
simples  de  x  ne  supposent  nullement  que  x  soil  la  variable 
independante.  Elles  correspondent  bien  a  la  differentielle 
d!r;mais  celle-ci  pent  dependre  de  celle  duue  variable 
quelconque  dont  x  d^endrait,  eomme  aussi  elle  pent  ^tre 
£niierement  independante.  Ainsi  Ton  aurait 

€/.sin[F(x)]  =  cos[F(x)]i/.F{x), 

C'est  cette  meme  consideration  qui  nous  a  conduits  a  la 
differentiation  des  fonctions  de  fonctions. 

Differentielles  des  fonctions  impliciies. 

m 

186.  Si  par  fonction  impliciteon  entendait  toute  fonclion 
doDtIa forme  n'est  point donnee  explicilement,  mais  qui  est 
detenninee  completement  par  les  donnees  de  la  question, 
on  se  jetterait  dans  une  trop  grande  generalite,  et  il  ne  se- 
rait  pas  possible  de  donner  des  regies  generates  pour  lenr 
difierentiatidn.  Nous  renfermerons  seulement  sous  cette 
denomination  les  fonctions  qui  sont  Bees  aux  variables 
dont  elles  dependent,  par  des  Equations  dont  les  deux  mem- 
bres  sont  des  fonctions  explicites  de  toutes  ces  quantites. 

Nous  considererons  d'abord  lecas  ou  Ton  a  une  seule 
equation;  ce  cas  se  subdiyiseen  deuxautres,  suivanlque 
la  fonction  depend  d'nne  seule  on  de  ^usienrs  variables 
independantes. 

Soit  d^abord  la  fonction  jr  detenninee  par  Tequation 

Les  derivees  par  rapport  a  x,  des  deux  membres  de  rette 
equation,  devant  Hre  idenliques.  et  jr  etant  une  forif.-tion 
.detenninee,  quoiffue  inconnue.  dex,  nous  aurons,  fl  apre^ 
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la  rigle  des  fonctions  composees, 

dF      dF^_  —dx      —d    — 

dx        dy  dx  *  dx  dy  ' 

equation  qui  determine  laddrivee  oula  differentieUedej, 

rfF   dY 
puisque  Ton  pent  former  les  derivees  parti  elles  —  >  —  de 

la  fonction  explicite  F  [x^y^  ^^  ^^^^  ainsi  : 

rfF  d^ 

^  =  ^H?,     d'oil    dr^^~dx. 
dx  dF  -^  dF 

dy  dy  ' 

Ces  valeurs  de  la  difC^rentielle  et  de  la  d^rivee  de  y  sont 
exprimees  au  moyen  de  a:  et  j*  a  la  foisj  elles  ne  peuvent 
I'Atre  au  moyen  de  x  seul,  que  quand  on  pent  r^soudre  Fe- 
quation  F  (ar,  jr)  =o  par  rapport  k  y^  mais  neanmoins 
ces  formules  ne  laissent  pas  que  d'etre  d'une  grande  utility 
dans  le  cas  m^me  ou  cette  resolution  est  impossible. 

187.  Considerons  main  tenant  m  —  x  Equations  entre  m 
variables  5  ce  qui  determine  m  —  i  d'entre  elles  en  fonc- 
tions de  la  m***"*,  qui  sera  la  seule  variable  ind^pendante. 
Soie^t 

F„_,(d?,  J,  «,...)  =  0; 

on  trouvera,  en  differentiant  toutes  ces  ^quationis, 

dF  dF  dF 

---dx       -^  -r-dy       ^ -—- dz       -f- .  . .  =  o, 

dx  dy  dz 

dFt  ^  dF,  ,  dF,, 

-—- dx     ^-—dy      -^-^dz       +...  =  0, 

dx  "f  dz 

— :; —  dx  H -; —  dy  H —  ^z  -f- . . .  =  o. 

dx  dy  dy 
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De  ces  m  —  i  equations  da  premier  degri  par  rapport  a 
dy^  dzj  etc.,  on  tirera  la  valeur  de  ces  m  —  i  inconnoes  en 
fonction  de  x,  j-,  z,. . .  et  ^ ;  ce  qui  ^tait  Tobjet  de  la  ques- 
tion. 

Expression  reniarquable  du  rapport  des  accroissements 
finis  de  deux  Jonctions  dune  inSme  variable, 

188.  Soient  F(x),y(x)  deux  fonctions  quelconques, 

et  Xf,  X  deux  Yaleurs  arbitraires  de  x^  X  surpassant  Xf 

d'une  quantite  fiuie  positive  A.   II  s'agit  de  trouver,  aa 

moyen  des  derivees  de  ces  fonctions,  une  expression  da 

rapport 

F(x,+A)— F(x,)  F(X)-Ffx,) 


ea  supposant  que  la  fonctiony(x)  soit  toujonrs  croissante 
ou  toujonrs  decroissante;  ou,  en  d'autres  termes,  que  sa 
derivee  soit  oonstamment  de  m^me  signe,  pour  toutes  les 
valenrs  de  x  eomprises  entre  x«  et  X.  Admettons,  pour 
fixer  les  ideas,  quey  (x)  smt  eonstamment  positiYe  entre 
ceslimites;  sment  A,  B  la  plus  grande  et  la  plus  petite  ra- 

leur  que  prend  entre  ees  mteies  Hmites  le  rapport  ^,}i9 

({ae  uMis  si^postms  ibnctioD  eonlione  de  x:  on  anra  eons* 

tamment 

Ffxi  ¥'\x) 

Maldpliant  par/^  (x)  qui  est  poritif,  ou  aura  les  deux 
inegalites  suivantes^  qu^il  faudrait  dianf^de  sens  %\f  (x) 
etait  n^^f : 


Le  premier  aKadifede  la  preoiime  iaigdUe  est  La  dMvee 

de  F  (x),  et  le  seooad  de  A/(x  )t  et  par  eousaquent  ( n^ 72) 
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F  (x)  croit  moms  rapidement  que  Af(x).  On  a  done,  si 
h  est  posltif, 

F(X)-F(x.)<A[/(X)-/t(j?.)l. 

et  divlsant  par/" (X)  — f{^»)t  qui  est  positif,  par  hypo- 

th^se , 

F(X)-F(4:,) 


/(X)-/{x.) 


<A. 


On  trouverait  ce  m6me  r^sultat,  si  h  etait  n^gatif,  parce 
que  ravant-derniere  Inegalite  changerait  de  sens  ]  mais  en 
la  divisant  pary*(X) — f(Xo)  qui  serait  alors  negatif,  ellp 
changerait  une  seconde  fois.  L'inegalite  F' {x)'^}\f(x) 
conduit  de  m^me  dans  tous  les  cas  a 

F(X)-F(:r.) 
/(X)-/(a:.)-^     • 

F'  (x) 
Done  puisque  le  rapport  ^    ■  ^  est  continu  entre  Xo  et  X,  cc 

qui  arrivera  evidemment,  par  exemple,  si  F'(a:)  ety  (x) 
le  sont  s^parement^  il  existera  une  certaine  valeur  de  x 
intermediaire  enlre  j?o  et  X,  telle  que  ce  rapport  deviendra 

egal  a  J^     TrT^  ?^^  ^^^  compris  entre  la  plus  grande 

F'  (x) 
et  la  plus  petite  yaleur  que  prend  •  Si  Von  d^signe 

cette  valeur  de  x  intermediaire  par  Xo  +  Oh^Q  ay  ant  une 
valeur  comprise  entre  o  et  -+-  i ,  on  pajrviendra  a  la  formule 
saivantC)  dont  nous  ferons  de  nombreuses  applications : 

¥  (x,-h  A)- F  (:/:,)  ^r  {x,  ^U) 

Si  Ton  avait  suppose^  [x)  constamment  negatif,  les  inega- 
lites  n'auraient  fait  que  changer  de  sens,  et  n*en  auraient 
pas  moins  conduit  a  cette  m&me  formule.  II  faudra  bien  se 
^^appeler,  dans  les  applications  qu'on  en  fera^  qu  elle  sup- 
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pose  que  f*  (x)  soit  constamment  de  m^me  signe  entrcf  To 

etXo  +  A,  el  que  le  rapport  ^^y—^  passe  par  toutes  les  va- 

leurs  comprises  entre  sa  plus  grande  el  sa  plus  petite^ 
(jaand  x  passe  par  toutes  les  yaleurs  comprises  enlre  x^  et 

^0  ~H  A* 

189.  Nous  allons  d^uire  de  Fequation  (i)  quelques  pro- 
positions qui  nous  seront  fort  utiles  par  la  suite. 

Si  Ton  avail  pour  unevaleur  parliculiere  x^  de  la  va- 
riable, F  (xo)  =  o,y(a:o)  =  o,  la  formule  (i)  deviendrait, 
en  posant  G  A  =  Ai,  h^  etant  moindre]que  A, 

F(aro4-A)_F^(xo-h^,) 

Si  Ton  avail,  en  outre,  F'  (xo  =  o,/'  (Xo)  =*'o,  on  aurait 
semblablement,  en  representant  par  F"  (x),/"  (x)  les  de- 
riv^es  de  P  {x)rf*  {^)  ou  les  secondes  deriv^es  de  F  (x), 

F"  (x) 
hi  iiaml  moindre  que  h^  et  en  supposant  que  jf^ — ■  passe 

par  toutes  les  valeurs  entre  sa  plus  grande  el  sa  plus  petite^ 
et  quey^^  (x)  soit  toujours  de  m^me  signe.  On  aura,  par 
suite, 

F(^o-hA)_F^^(xo-4->^0 
/(a:o-h/i)""/"(^«-HA»)' 

Si  Ton  avail  P'  (x^^)  =  o  elf"  (x^)  =  o,  on  obtiendrait 
une  formule  semblable  du  enlreraient  les  deriv^es  de  F'^  (x) 
elf  (x)  oules  troisiemes  derivees  de  F  (x),/(x).  En  con- 
tinuant ainsi,  et  d^signant^  en  general,  par  tf""  (x)  la  fonc- 
lion  qu'on  oblient  en  differentiant  successivement  m  fois  la 
fonclion  quelconque  <f  (x),  on  verra  que  si  Ton  a  les  condi- 
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F  (.ro)  =  O,      F'  (  j:o)  =  O, .  .  . ,      F"-'  (x,)  =  O, 

/(^o)=0,     /'(jro)=0,...,     /•- •(:ro)=2  0, 

et  que  les  rapports  des  d^riv^es  de  m&me  ordre,  jusqu^a 
I'ordre  n  inclusiveinent.  passent  par  touted  les  valeurs  entre 
leur  plus  grande  et  leur  plus  petite,  ce  qui  aura  lieu  s'ils 
sont  continus^  et  qu'enfin  lesd^riv^es  de^soient  de  signes 
constants,  on  aura 

6  d^signant  une  quantite  positive  moindre  que  I'unit^. 

Si  toutes  les  conditions  pr^c^entes  ^taient  satisfaites, 
excepte  F  (a:*)  =  o,  on  aurait 

F(iCo-4-A)  — F(x>)  _  F''(j?>4-QA) 

i90.  Conune  application  de  cette  derniire  formule,  sup- 
posons  que  Ton  ait 

/(^)  =  (^  — *•)">  • 

et  que  la  fonction  F  (x)  ait  toutes  ses  derivees  continues 
jusqu'a  F"  (x)  inclusivement,  entre  x^  etXt-hh  :  les  con- 
ditions / (a:©)  =  o,  Z'  {Xo)  =  o, . . . ,  f^^  {Xf^)  =  o  seront 
^videmment  satisfaites  5  de  plus  f  (a:), . . . ,  y^"  (x)  sont  de 
signes  constants  :  et,  en  supposant  toujours  que  Ton  ait 

F'(j:o)=o,...,     P-«(^.)  =  o, 

r^quation  (3)  devient 

F(j;,-hA)  — F(aro)__F*(jc,H"eA)^ 

A«  I. a. 3.. .«  ' 

d'pik 

(4)         F(jc.H-A)  — F{jPo)  =  - ^ F-(jc.H.©A). 
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On  voit  que  si  Faccroissement  A  de  x  lendait  vers  z^ro, 
el  que  F"  [x^)  fut  fini,  raccroissement  de  F  (x),  pour  la 
yaleur  particuliire  x^^  serai t  infiniment  petit  de  Fordre  n, 
celui  de  x  ^tant  dtt  premier. 

Si  Ton  a,  en  outre,  F  (jTo)  =o,  la  formule  prec^ente 
devient 

(5)  F(x.  +  /0=— ^F-(x.4.0A). 

Si  Xo  est  z^ro,  cette  Equation  se  change  en  la  suivante  : 

I  ■  2  •  •  ■  /• 

*  et,  changeant  I'indetertnin^  h  en  x^ 

(6)  F(x)=r — f!!_F»(0«), 

en  admettant  lea  conditions 

P  (o)  =  o,     F'  (o)  =  o, . . . ,     F"^'  (o)  =  o. 

Onpeutremarquer  qu'on  aurait  semblablement 

F(^)= ~ cF-(0»x), 

^  i.a...(/i— i)      ^ 

et  que  par  cons&juent,  dans  ce  cas,  F  (x)  est  infiniment 
petit  par  rapport  a  F'  (x). 

Si  Ton  n'avait  pas  F{xo)  ==  o,  on  obtiendrait,  au  lieude 
r^uation  (6), 

(7)  F(«)  — P(o)  =  — ^ — F»(6«). 

191 .  Nous  dMuirons  de  ce  qui  pr^Me  tin  coroUaire  tris- 

simple,  et  qui  nous  servira  par  la  suite.  II  consiste  en  ce 

•F(«)       J  ,  . 

que  81     >_/  tend  vers  zero  en  meme  temps  que  x,  et  que 
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F  (x),  F'  (jj), . .  * ,  F"  {x)  soient  continues  entre  o  et  a:,  k 

fraction   -■•       pourra  se  mettre  sous  la  lorme ^ — —  Ln 

effet,  il  r^sulte  d'abord  de  Thypoth^se,  que  Ton  doit  avoir 
F(o)  =  o,     F(o)=,o,...,     F«-'(o)=ro; 

car  sans  cela  _/  serait  infini ,  pour  a?  =  o.  On  pent  done 
appliquer  ici  la  formule  (6),  et  Ton  voit,  par  consequent, 
que  si »   ^__/  deVient  nul  pour  a?  =  o^  on  aura 

•XT 

F(ar)       F»(ex)    . 

x*  1 .2.  •  ./I 

192.  L'^uation  (4)9  dans  laquelle  on  suppose  ro=i, 
devient,  en  reinpla9ant  par  x  la  quantity  arbitraire  Xq^ 

(8)  F(*^A)— F(a:)=AF'(a:-4-0A). 

EUe  conduit  imm^atement  a  une  cons^uence  d^ja  obt^' 
nue  prec^demment  9  savoir :  qu^z7  ny  a  quune  expression 
independante  de  x,  dont  la  derivee  par  rappoit  i  x  soil 
nulle  quel  que  sOit  x. 

En  effet,  soit  F  [x)  une  fonction  telle,  que  pour  toute 
valeur  de  x  on  ait  F'  (a:)  =  o  ;  Tdquation  designee  montre 
que,  quels  que  soient  x  el  x-^-h^on  aura 

F  (x  H-  /i)  —  F  [x)  =  0, 

puisque  P{x-hOh)  est  nul  par  hypothese.  Done 
F  (or)  =  F  (a: H-  A ),  et  par  cons&pient  la  fonction  F  (x)  a 
toujours  la  m^me  valeur,  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  va- 
riable^ elle  est  done  conStante  relativement  a  x,  ou,  ea 
d'autres  termes,  elle  ne  depend  pas  de  x. 

D'ou  r^sulte,  cotnme  nous  Tavons  tl^ja  dit,  qUe  deux 
fonctions  qui  ont  la  m^me  deriv^ee  par  rappoit  a  une  mem^ 
variable^  nepeui^ent  differer  que  par  une  constante^  c^est- 
a-dire  par  une  quantity  independante  de  cette  variable.  En 
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effet,  la  deriv^e  de  la  difference  de  ces  deux  fonctions, 
etant  la  difference  de  leurs  derivees,  est  nuUe  d'elle-m^me, 
d'apres  Thypoth^e ;  done  cette  diderence  est  une  cons-< 
tante,  comme  il  fallait  le  demontrer. 

193.  Nous  terminerons  par  cette  proposition  tr^s-impor- 
tante^  que  ^i  F  (x,  y)  tend  vers  zero  quel  que  soitx^  quand 
on  jait  tendre  y  vers  une  certaine  valeur  particuliere  a, 
toutes  les  deriifees  de¥  [x^  y)  par  rapport  d  x  tendront 
aussivers  zero,  en  m^me  temps  que y  vers  a. 

Ea  effety  pour  toute  valeur  de  x  et  de  A,  on  aura,  en 
veriu  de  I'equation  (8), 

(9)  F(;r-hA,r)-F(^,j)  =  AF'(x4-eA,r), 

la  di^riv^e  etant  prise  par  rapport  a  a:,  et  supposee  continue 
et  determinee  pour  toute  valeur  de  x  eiy. 

Or  les  deux  termes  du  premier  membre  deviennent  nuls 
ifo\iTy  =  a]  done  F'  [x  -^  0A,  a)  =  q. 

Et  comme  x  el  h  sont  arbitral  res,  on  peut  affirmer  que 
x-\-Bh  peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,  bien  qu'oi^ 
oe  connaisse  pas  la  valeur  ded;  car  x-^Bh  est  toujours 
compns  entre  a;  et  a:  -h  A,  et  I'on  peut  faire  en  sorte  que 
X  et  X  +  A  comprennent  toujours  entre  eux  une  valeur 
arbitraire  x!  et  s^en  rapprocbent  ind^finiment^  dpu  il  suit 
que  X  +  BJi  peut  s'approcher  indefiniment  de  a/,  et  que, 
par  consequent,  F'(x,  a)  est  nul,  quel  que  soit  x,  si  F'  [x^y) 
esi  continue  par  rapport  k  x  el  y, 

De  \k  on  deduira  semblablement  que  F''  (x,  a)  est  nul 
quel  que  soit  x,  et  qu'il  en  est  de  m^me,  en  g^n^ral^  de 
F"  (x,  a).  Et  il  est  evident  qu'il  en  sera  de  m^me  pour  une 
fonction  F  (x^y  ^, . . .)  qui  tend  vers  zero,  quel  que  soit  x, 
quand y,  z,. . .  tendent  respectivement  vers  a,  i, . . . 

194.  II  est  encore  utile  de  remarquer  que  si  h  tend  ver9 
jsero,  etjy  vers  a,  le  second  membre  de  Tequation  (9)  ser^ 

I.  17 
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infiniment  petit  par  rapport  a  A,  puisque  F'  (j:4-8A,  y) 
tendra  vers  zero  ]  done  la  difference  in/iniment  petite  rela- 
tii^e  a  Xy  d' une  fonction  F  (a:,  j)  qui  est  infiniment  petite^ 
quel  que  soit  x,  est  infiniment  petite  par  rapport  h  tac- 
croissement  correspondant  de  x. 

Differentielles  et  differences  eTun  ordre  quelconque  de 
fonctions  d^une  seule  "variable, 

195.  La  differentielle  dy  d'une  fonction  y  de  x,  etant 
elle-m^me  une  fonction  de  x,  aura  aussi  sa  differentielle, 
et  ce  sera  une  quantite  dont  le  rapport  a  la  differentielle 
de  X  sera  ^gal  a  la  limite  du  rapport  de  raccroissement 
infiniment  petit  de  ^  a  raccroissement  correspondant  de 
X.  Pour  plus  de  simplicite,  on  prendra  pour  la  differen- 
tielle de  x,  dans  cette  nouvelle  differentiation,  la  m^me 
valeur  que  dans  la  premiere;  et,  en  general,  on  lui  conser- 
vera  toujours  la  m6me  valeur  pour  toutes  les  differentia- 
tions que  Ton  aura  a  effectuer;  c'est  ce  que  Ton  appelle 
prendre  ^x  constant.  Nous  repr^senterons  la  differentielle 
de  dy  par  ddy  ou  d^y^  et  nous  I'appellerons  la  differentielle 
seconde  de  y  par  rapport  a  x,  De  m^me  d*  y  aura  une  dif- 
f(erentielle  que  Ton  d^signera  par  /i'j^,  et  qui  s'appellera  la 
differentielle  troisieme  de  j';  etainside  suite. 

II  faut  bien  se  garder  de  confondre  ces  indices  de  diffe- 
rentiation avec  des  exposants  de  puissance.  Les  puissances 
successives  d'une  differentielle  rfjs'ecriraientde  la  maniere 

suivante  : 

dy,      dy\     dy^,.,,^     dy*. 

Rien  n*est  plus  facile  que  d'exprimer  les  differentielles 
successives  de  la  fonction  F  (x)  designee  par  j^,  au  moyen 
de  ses  derivees. 

En  effet,  on  a  d'abord 
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Or  la  diiferentielle  de  F  {x)  dy  sera  le  prodait  de  dx  par 
sa  deriyee  par  rapport  a  x,  laquelle  est  F^'  (x)  dxy  puisque 
dx  est  independant  de  x.  On  aura  done 


On  aura  de  m&me 


ct  generalement 


ou 


de  sorte  que  les  derivees  successives  d'une  fouction  de  x 
peuvent  ^ire  consider^es  comme  les  rapports  des  different 
tielles  de  m^me  ordre  de  cette  fonction  aux  puissances  du 
mAme  degre  de  dx. 

On  voit  par  la  qu'une  diflerentielle  d'uu  ordre  n  quel- 
coDque  est  en  general  un  infiniment  petit  de  Tordre  n, 
dx  ^tant  pris  pour  le  premier  ordre ;  et  que  la  determina- 
tion des  derivees  successives  d'une  fonction  ne  differe  pas 
de  celle  de  ses  differen tielles. 

196.  Les  difTi^ren  tielles  successives  d'une  fonction  ont 
avec  les  differences  de  cette  fonction  des  rapports  qu'il  est 
essentiel  de  connaitre. 

La  diffi^rence  Aj^  de  la  fonction  y  etant  elle-m&me  une 
fonction  de  x,  a  aussi  une  difference  ^  il  en  est  de  m^me  de 
celle-ci,  et  ainsi  de  suite  indefiniment.  Pour  former  ces  dif- 
ferences successives  de  la  fonction  y^  on  suppose  que  Ton 
donne  constamment  a  x  le  m^me  accroissement  Ax,  et  on 
les  d^signe  de  la  maniere  suivante  : 

Aj,     A'j,     A'/,...,     A»/. 

Lfs  puissances  de  Ay  seraient  designees  comme  il  suit : 

'7- 
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Or  la  proposition  que  nous  allons  demontrer  consiste  en  ce 

que  Ton  a  generalement,  lim.  — -^  =  t^' 
En  effet,  on  a  d^abord 

ci)  devenant  nul  quel  que  soit  Xj  quand  on  fait  Ao;  =  o. 
Prenons  maintenant  les  accroissements  que  subironl  ces 
deux  menibres  lorsque  Ton  augmenlera  encore  xAq  Ax,  et 

divisons-les  par  Ax;  le  premier  donnera — y  Quant  au 

second,  il  suffira  de  prendre  sa  derivee  par  rapport  a  x  et 
d'y  ajouter  une  quantite  qui  soit  in finiment  petite  enm^me 
temps  que  Ax.  Mais  &>  devenant  nul  avec  Ax,  quel  que  soit 
X,  sa  derivee  deviendra  nuUe  en  m^me  temps,  et  par  con- 
sequent le  second  membre  diffAre  de  F"  (x)  d'une  quantite 
qui  devient  nulle  avec  Ax.  En  la  designant  par  coj,  nous 


aurons 


S=F"W+«.; 


en  prenant  encore  les  accroissements  des  deux  membres  de 
cette  identity,  relatifs  a  un  nouvel  accroissement  Ax,  et 
les  divisant  par  Ax,  on  obtiendrait  semblablement 


et  generalement 


3=F''(a:)-H«„ 


^  =  F«  (x)  +  «„_„ 


w«-i  devenant  nul  avec  Ax. 

On  a  done,  en  passant  aux  limites, 

lira.  -^  =F»(a;)  =  -~^, 

comme  nous  Tavious  annonce. 
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II  suit  de  la  que  si  Ton  fait  tendre  A  a:  yers  zero,  en  pre- 

nant  dx  =  Aar,  le  rapport  -^  aura  pour  limite  Tunite,  et 

la  differentielle  de  Vordre  n  d^unefonction  quelconque  de 
X  pourra  Stre  prise  pour  la  difference  du  m^me  ordre  de 
cette  fonction ,  en  negligeant  une  quantite  infiniment 
petite  par  rapport  h  cette  difference. 

Cette  propositiotL  est  tr^s-importante,  en  ce  qu'elle  per- 
met  de  substituer  les  differentielles  d'ordre  quelconque  aux 
diff(Srences  infiniment  petites  de  m^me  ordre,  dont  Texpres*^ 
sion  serait  beaucoup  plus  compliquee,  et  il  n^en  peut  r^sul- 
ter  aucune  erreur  dans  les  calculs  ou  Ton  ne  consid^re  que 
les  li mites  des  rapports  ou  des  sommes 

Remakque.  —  Lorsque  plusieurs  fonctions,  que  Ton  a 
a  considerer  dans  une  m^me  question,  dependent  toutes 
d'une  seule  variable  x,  les  differences  premieres  infiniment 
petites  sont  toutes  determin^es  par  A  or,  ou  par  une  quel- 
conque d'entre  elles ;  ainsi  Aj-  designera  partout  le  m^me 
accroissement ,  soit  qu'on  le  determine  d^apres  Az  ou 
d'apris  la  valeur  correspondante  de  Ax,  en  supposant  tou- 
jours  que  la  valeur  de  x  soit  la  m^me.  Mais  le  A*^n'aura 
pas  la  m^me  valeur  quand  il  exprimera  la  difference  dej^ 
par  rapport  k  x  on  par  rapport  a  2.  En  effet,  dans  le  pre- 
mier cas  il  faut  considerer  les  trois  valeur s  de^  correspon- 
dantes  a  a:,  x-f-  Ax,  x-h  2  Ax;  prendre  la  diffi^rence  de 
la  deuxiime  a.la  premiere,  et  de  la  troisiime  a  la  deuxiime, 
puis  la  difference  de  ces  deux  diffi^rences.  Dans  le  second 
cas,  il  faudra  considerer  les  trois  valeurs  dej^qui  corres- 
pondent k  r,  z  +  Az,  z-hnAz,  et  agir  de  la  m^mc 
maniire  sur  elles.  Or  les  deux  premieres  sont  les  m^mes 
dans  les  deux  cas;  mais  la  troisieme  est  differente  parce 
c|u'a  x  +  ^Ax  ne  correspond  pas  z -\- n  £iz  :  il  s'en 
faut  d'une  quantity  infiniment  pelite  par  rapport  a  Az, 
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et  que  Ton  n'a  pas  le  droit  de  negliger  par  rapport  aux  dlf- 
f(^rences  du  second  ordre. 

U  est  done  necessaire  de  distinguer  avec  soin  les  diffe- 
rences designees  par  A';^,  dans  les  questions  oil  Ton  ne 
prendrait  pas  toujours  la  m^me  variable  independante.  II 
en  serait  de  meme  des  ordres  superieurs. 

197.  Si  I'on  considere  en  particulier  lesfonctions 

.*",     logx,     <!*,     sinj:*,     cos  ^9 
on  trouvera 

rf*ar"  =  /w  (/w  —  i) . .  ,(m  —  /i  -f-  i)  j:*-"  dx'*^ 

dor" 
rf« log  ^  =  ±  1 . 2  3 .  . . («  —  i)  log  e 1 

d^a'zzza'Vadx^^ 
^"  sin  X  =  sin  ( ^  -H  «  -  j  cte". 


d"  cos  X  =;=  cos  I  ^  -t-  /I  -  j  dx^  j 


et  ii  est  bon  de  se  rappeler  que  le  second  membre  donne  la 
va]eur  de  la  diflerence  infiniment  petite  de  Tordre  n,  a  une 
quantite  pres  infiniment  petite  par  rapport  a  cette  diffe- 
rence. 

Formule  pour  la  den'uee  w'*""  d*un  produit.  —  Soit 
y  =  ui^,  w  et  ^^  etant  deux  fonctions  de  x.  En  differentiani 
successivement,  on  trouve 

D'jr=  wD^f* -4- 3  DwD'p  4- 3  D»ttDc;  +  pD^«. 

On  remarque  dans  ces  premieres  formules  que  I'ordredes 
deriv^es  par  rapport  a  u  est  zero  pour  le  premier  terme,  el 
va  en  croissant  d'une  unite  d'un  terme  a  I'aulre  jusqu'au 
dernier,   ou  il  est  Ic  ra^mc  que  celui  de  la  derivee  de  y. 
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L'inverse  a  lieu  pour  les  derivees  de  v]  et  les  coefficients 
sent  ceux  de  la  puissance  de  m^me  ordre  d'un  bindme. 

Oril  est  facile  de  voir  que  si  cette  loi  a  lieu  pourD'*/,  elle 
a  lieu  pour  D"'*"'^^  elle  est  done  generate.  On  pent  done 
ecrire  la  formule  suivante  : 

I  .2 

ou 


daf*  daf*  dr  dx"-^       ' '  *  dx^ 
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GHAPITRE  III. 

t)tFF]gRENTlELL£S ,  Dl^RIV^ES,  ET  DIFFJ^RENGES  PAR* 
TIELLES  DES  DIVERS  ORDRES,  DES  FONCTIONS  DE 
PLUSIEURS  VARIABLES  INDlfePENDANTES.  DIFFERENCES 
ET   DIFF^RENTIELLES   TOT  ALES. 


198.  Une  fonction  de  deiix  variables  indepetidantes,  jjc 
et  j^,  peut  6tre  diflKrenti^e  successivement  par  rapport  a 
chacunc  d'elles  partiellement,  et  Ton  peut  supposer  que  ces 
differentiations  soient  en  nombre  ({uelconque  et  se  succe- 
dent  d'une  mani^re  quelconque.  Le  nombre  de  ces  diffe- 
rentiations cOnstitue  Vordre  de  la  diffi^rentielle,  de  la  difi^- 
l*ence  ou  de  la  derivee.  II  n'y  a  rien  de  nouveau  a  dire  sur 
leur  formation,  puisquel'on  n'a  a  consid^rer  acbaque  ope- 
ration qu'une  seule  variable  independante.  Les  deriv^es 
partielles  d'ordre  quelconque  s^exprimeront  au  moyen  des 
difli^rentielles  correspondantes  d'une  maniire  entierement 
semblable  k  celle  que  nous  avons  trouvee  pour  les  fonctions 
d'une  seule  variable.  EUes  ont  aussi  les  mSmes  rapports 
avec  les  diff(£rences  partielles  correspondantes ;  et  la  repro- 
duction identique  des  raisonnements  d^ja  faits  dans  le  cas 
ou  Ton  considei^  toujoufs  la  m^me  variable,  conduit  im- 
media tement  a  ces  consequences.  Nous  ne  croyons  cepen- 
dant  pas  inutile  dc  donner  quelques  developpements  a  ce 
sujet. 

D&ignons    generalement  par  F^"*"""*"//.*.*  (^jf)  ou   par 

^\r^f.*'  "  '®  resultat  de  m  derivations  partielles  effectuees 
par  rapport  a  x  sur  la  fraction  u  =  F  (j:,  y ),  suivies  de  n 
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derivations  partielles  du  resultat  par  rapport  a^;  lesquelles 
seront  elles-m^mes  suivies  de  p  derivations  par  rapport 
a  x,  et  ainsi  de  suite. 

Designons  de  m^me  par  cT^^'^^u  le  resultat  obtenti  en 

prenant  d'abord  la  differentielle  partielle  de  Fordre  m  de  u 
par  rapport  a  a:,  puis  la  differentielle  partielle  de  I'ordre  n 
par  rapport  ky  Ae  I'expression  obtenue,  et  ainsi  c[js  suite. 

Et  enfin  representons  par  ^'"'*"*^' "  m  le  resultat  obtenu  en 

*  Jl  x,j,  X... 

prenant  d'une  mani&re  analogue  les  diffiSrences  au  lieu  des 
differentielles.  Cela  pos^,  on  aura  d'abord,  d'apres  ce  que 
I  on  a  vu  en  traitant  les  fonctions  d'une  seule  variable,  et 
faisant  usage  des  notations  que  nous  venons  d'indiquer, 

«/" «  =  F"  (x,  x)  dx^  =  D*  f«.  cTr* . 

Considerant  maintenant  j*  comme  la  seule  variable,  et  pre* 
nant  la  diff(§rent]elle  /i**""  des  deux  membres,  on  aura,  de  la 
miime  nLaniire^ 

J"^  u  =  F"^**  (xy  y)  daf^  df'  =  D""*""  u ,  da^  dy^^ 

Prenant  maititenant  la  differentielle  partielle  d'ordre  p 
par  rapport  a  j:,  et  continuant  ainsi  indefiniment,  on  ob-- 
tiendra 

^n^n^j,.,.  ^^^n^p,..    f  >^  ^^  ^n  ^  ^  ^  , 

«#/#*•••  *, 7, «...     \     '•'   ■'  "^ 

=  D'^'^P' "  u.daf» dy^dxP. . . , 


OU 


daf^dfdxP...  *>7.x...    ^    ^^  i  «./,«... 

Les  derivees  partielles  s'expriment  done  au  moyen  des  dif* 
rentielles  partielles  correspondantes  d'une  maniere  ana- 
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logue  a  celle  qui  se  rapporte  aux  fonctions  d'une  seule  va- 
riable. 

II  y  a  encore  evidemment  le  meme  rapport  entre  ces  deri- 
vees  et  les  differences  partielles  correspondanles.  En  effet^ 
on  aura  d'abord,  d'aprfc  ce  qui  a  ete  demontre  pour  les 
fonctions  d  une  seule  variable, 


a" 

A    u 

X 


&X 


m 


=  F*(-^>r)  =  «» 


0)  devenant  nul  en  m^me  temps  que  Ax.  Prenons  mainte- 
nant  la  difference  n*''"''  des  deux  membres  par  rapport  a  j, 
et  divisons-la  par  Aj"^  il  faudra,  par  les  memes  raisons, 
prendre  la  derivee  partielle  n'^""'  du  second  membre  par 
rapport  a  y  et  y  ajouter  une  quantite  qui  devienne  nulle 
avec  Ay.  Si,  de  plus,  on  observe  que  co  devenant  nul  avec 
Ax^  il  en  est  de  m^me  de  sa  derivee  «"'"*  par  rapport  a 
y,  on  en  conclura  Fegalite  suivante  : 


A        u 


n  X,  r,  X,,.     '     ^  '^  f     '        '  ' 


Wj  devenant  nul  quand  on  suppose  que  Ax  et  Ay  le  devien- 
nent  lous  les  deux. 

Prenant  actuellement  la  difference  de  Tordre  p  des  deux 
membres  par  rapport  a  x^  la  divisant  par  Ax'',  et  con- 
tinuant ainsi  ind^finiment,  on  obliendra  la  formule  gene- 
rale 


Aaf^  ^y  ^,rP,  .  . 


=  F-;xV(-,r)+^. 


£  devenant  nul  quand  Ax  et  Ay  le  deviennent  lous  les 
deux. 

D'ou  Ton  conclut  oiifiii,  conimo  pour  les  fonctions  d'unr 
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seule  variable, 

x«  y  •  X  •  •  • 

da^dfdxP.    .  **/**••• 

et  il  en  serait  de  m6me  pour  un  ijombre  quelconque  de 
variables  independantes. 

Les  notations  que  nous  venons  d' employer  peuvent  etre 
simplifiees  au  moyen  d'une  proposition  fondamentale  que 
nous  allons  demontrer. 

199.  De  Vordre  dans  lequel  se  succedent  les  differen- 
tiations. —  Si  Ton  prend  les  differences  successives  d  une 
fonction  par  rapport  aux  diverses  variables  independantes 
qu'elle  renferme,  on  arrivera  toujours  au  meme  resultat,* 
dans  quelque  ordre  qu'cTn  effectue  ces  operations,  pourvu 
qu'on  ne  change  pas  le  nombre  de  celles  qui  doivent  6tre 
failes  respect! vement  par  rapport  a  chaque  variable. 

Soient,  en  effet,  x  ely  deux  des  variables  dont  depend 
une  fonction  u. 

Si  Ton  change  d*abord xenx  -\-^x^  u  devient 

si  dans  cetle  expression  on  change  j^  enj^-f-  Ay,  elle  de- 
vient 

et  Ton  a  ainsi  ce  que  devient  u  quand  x  et  j^  sont  changes 
pn  x-h  Aj:,  j-h  Aj. 

Or,  en  faisant  les  substitutions  en  ordre  inverse,  on  aura 

II  -+-  A^  rt  -+-  Ax  ti  -f-  A^^  ^  u , 
«t  ce  resultat  doit  etre  idcntique  au  precedent,  puisqu'il 
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exprime  loujours  la  fonction  u  dans  laquelle  x  eij  sOnt 
changes  enx-i-  ^x^y  -\-  Ay, 
Done  on  a  identiquement 

Si  maintenant  on  divise  les  deux  membres  par  Ax  Ay  et 
qu'on  passe  aux  limites,  en  faisant  tendre  Ax  et  Ay  vers 
^dro,  on  en  conclura,  par  ce  qui  precede, 

ou 


et,  par  consequent. 


^  Si  Ton  prend  successivement  un  nombre  quelconque  de 
dilBerences,  de  differentielles  ou  de  derivees  partielles,  il  est 
facile  de  voir  que  I'ordre  dans  lequel  on  les  prendra  est 
completement  indifferent.  En  effet,  deux  de  ces  operations 
successives  pouvant  6tre  chang^es  d'ordre^  on  pourra  faire 
arriver  au  premier  rang  celle  que  Ton  voudra,  en  la  faisant 
avancer  success! vement  d'un  rang  vers  le  commencement; 
on  aminera  ensuite  au  second  rang  celle  que  Ton  voudra 
des  autres,  et  enfin  on  les  placera  toutes  dans  un  ordrequel- 
conque,  sans  que  le  resultat  cesse  d'etre  identiquement  le 
ni^me. 

D'aprfes  cela,  on  pourra  supposer  que  toutes  les  differen- 
tiations par  rapport  a  la  m^me  variable  soient  faites  conse- 
cutivement,  etles  notations  prec^dentes  seront  simplifi^es 
en  ce  qu'elles  ne  renfermeront  qu'une  seule  indication  pour 
chaque  variable  :  et  c'est  ce  que  nous  ferons  dorenavanl. 

On  simplifie  encore  Texpression  des  derivees  partielles 


en 


^''^'''''''^  d^^r^  au  lieu  de  ^^j;^,  parcc  que  les  expo- 
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sants  de  dx  et  de  ^'  soffisent  pour  indiqaer  le  nombre  des 
difiereniiadoiis  effeclnees  par  rappoit  ii  chacune  des  va- 
riaUes  x  et jr. 

Mais  si,  pour  aToir  la  diflereDtielle  parlidle  corre&poD- 
dante,  on  faisait  la  nwluplication  par  djf^  dy*  ea  suppri^ 
mant  le  denominateiir,  on  obtiaMlrait  Jh^u^  expression 
qai  ne  renfermerait  plas  ancnne  trace  des  diflereDtiations 
eflTectaees.  On  est  done  oblige,  ponr  qne  la  notation  ait  un 
sens  determine,  de  conserver  le  denominatenr,  et  d'ecrire 
ainsi  cette  differentielle. 


Elle  serait  representee  beanconp  pins  simpiement  par  la 

notation deja  employee,  dT^^ if. 

Le  systeme  de  notation  de  Lagrange  s^applique  aux  fono 
tionsde  plnsieors  variables;  mais  nous  n  en  parlerons  pas, 
Tu  que  les  geom^tres  n'en  font  pas  usage.  La  notation  de 
Leibnitz  a  prevalu,  parce  qu'elle  a  surtout  le  grand  avau-* 
tage  de  mettre  en  evidence  les  differences  infiniment  petites, 
dont  la  consideration  est  si  utile  dans  toutes  les  recber- 
ches  qui  dependent  des  matbematiques. 

Differentielles  totales  des  fonctions  de  variables 

independantes, 

300.  Soit 

xety  e tan t  independantes^  nous  avons  vu  precedemmeut 

que  Ton  avait 

du  du 

A  «  =  -—  Aj:  -i-  -— A/  -h  M, 
dx  ^T 

(oetant  infiniment  petit  par  rapport  a  Ax,  A^,  Aa,  quand 
Ax  et  A^  tendent  vers  zero. 
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La  somme  des  deux  premiers  termes  jouit  done,  par  rap- 
port a  raccroissement  total  Au,  de  cette  propriete  remar- 
quable,  d'etre  egale  a  la  difference  elle-m^me,  k  une  quan- 
tite  pres  infiniment  petite  par  rapport  a  cette  difference. 
D'apres  cela,  T analogic  nous  conduit  a  donner  le  nom  de 
diflferentielle  totale  de  uk  1' expression  suivanle  : 

du  ^        du  ^ 

dx  et  dy  etant  des  quantites  indeterminees  et  iadependan- 
tes  que  nous  nommerons  les  differentielles  de  x  et  y*  EUe 
jouit  de  la  propriete  que,  lorsque  dx  et  dj  seront  conside- 
res  comme  les  accroissements  infiniment  petits  donnes  a  x 
et  J",  elle  pourra  ^tre  prise  pour  Taccroissement  total  de  «, 
ennegligeant  une  quantite  infiniment  petite  par  rapport  a 
CGt  accroissement. 

Nous  designerons  cette  differentielle  totale  par  du^  etil 
faudra  bien  la  distinguer  des  du  partiels  qui  se  trouvent 
dans  le  second  membre  et  sent  differents  Fun  de  Taulre. 
Pour  eviler  toute  confusion,  on  devra  se  garderde  suppri* 
mer  les  facleurs  communs  dx  et  dy^  et  ecrire 

du  du 

(i)  duz=  —-dx  -h  T-^y- 

dx  dy 

On  peul  encore  ecrire 

du^=.  dfU  -{-  djU, 

Ces  considerations  s'appliquent  a  un  nombre  quelconque 

de  variables  independanles,  et  la  differentielle  totale  dune 

fonction  de  plusieurs  variables  independanles  sera  tou- 

jours  la  somme  de  ses  differentielles  partielles  relatiues  a 

chacune  de  ces  variables . 

Cherchons    maintenant    Texpression  des  differentielles 

successives  de  i/.  Et  pour  cela  remarquons  d'abord  quela 

d"*'P  u 
differentielle  de  -  ^      ■  sera,  par  la  regie  qui  vient  d'etre 
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(lemon  tree, 

elle  se  formerait  done  en  multipliant  par  —  dx  -+-  ^  4k 

d^P  u 
I'expression  proposee  ^ — -7—9  pourvu  qu'on  y  considerat 

I'lndice  du  numerateur  comme  un  exposant,  et  qu'apres  la 
multiplication  on  changeat  Texposant  des  numerateurs  en 
indices  de  diflerentiation.  D'apres  cela,  si  Ton  part  de  la 
formule  (1)5  la  different! elle  du  second  membre  s'obtiendra 

en  la  multipliant  par  -j-  dx  -h  -t-  dy^  el  faisant  le  change- 

ment  des  exposants  en  indices.  U  en  sera  de  m6me  pour  la 
differentielle  de  ce  resultat;  et,  par  consequent,  en  desi- 
gnant  par  ^"*u  la  differentielle  totale  de  Tordre  m  de  m,  on 
aura  la  formule  symbolique 

^  (du  J  da       \"'       ,  ^  ^     ^ 

rf*»w  =  (  —  rfa:  H- —  e/y  J    ^=.  ydgU -^  dyU)  ^ 

en  entendant  toujours  que  les  exposants  des  du  dans  le  se- 
cond membre  seront  changes  en  indices  de  differentiations, 
ainsi  que  dans  le  troisi^me,  ou  les  notations  x^  y  resteront 
in  variables.  On  peut  encore  Tecrire  ainsi 

Comparons  maintenant  «?"*«  a  la  difference  totale  A'"w, 
Reprenons  pour  cela  la  formule 

du  du 

dx  dy 

dans  laquelle  nous  supposons  Aj?  et  Ay  iufiniment  petits^ 
et  donnons  k  x  et  y  les  memes   accroissements  Ax,  Ay. 

L'accroissement  de  -7-  calcule  semblablemenl  s'obtiendrait 

dx 
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,  .   ,.        du        fill  J.  du  ^ 

en  inultipliant  —par—  llx  H-  —  ^y,  et  ajoutant  une  quan- 

tite  infiniment  petite  par  rapport  a  Aj?  et  ^y\  il  en  serait 

de  meme  pour  raccroissement  de  —  •  De  sorte  que  Tac- 

croissement  de  —  A  j:  -i-  —  ^  y  sera  represente'  symboli- 

quement  par  le  carre  de  cette  expression,  dans  lequel  on 
changera  les  exposauts  de  du  en  indices,  plus  une  quantite 
infiniment  petite  par  rapport  aux  quantites  Aa:^,  Ax  A/, 
Aj^*.  Or  nous  savons  que  w  se  compose  de  termes  qui  ont 
en  facteurs,  les  uns  A  a:,  les  autres  Aj^,  et  en  outre  d'autres 
facteurs  qui  deviennent  nuls  avec  A  a:  et  ^y  ainsi  que 
leurs  derivees ;  d'ou  il  suit  que  raccroissement  de  &>  sera 
infiniment  petit  par  rapport  aux  memes  quantites  Ax*, 
Ax  A^,^  Ay*.  On  a  done  la  formule  symbolique 

(du  du       Y 

0)'  etani  infiniment  petit  par  rapport  aux  quantites  Ax*, 
Ax  A^,  Aj^*.  En  continuant  ainsi  on  parviendrait,  sans 
difiiculte,  quel  que  fut  le  nombre  des  variables,  a  la  for-* 
mule  symbolique  generale 


(du  du      X"* 


0)  etant  infiniment  petit  par  rapport  au  produit  de  m  fac- 
teurs Axon  A 2^. 

On  a  done  aussi  cette  autre  proposition  generale  : 
La  differentielle  totale  de  tordre  m  d\ine  fonction  d'un 
nombre  quelconque  de  variables  independantes  dans  la- 
quelle  on  prend  dx^  dy^  etc.,  egaux  aux  accroissements 
infiniment  petits  de  ces  variables ,  ne  differe  de  la  difjc-^ 
rence  m'*"^  correspondante,  que  d'une  quantite  infiniment 
petite  par  rapport  a  elle-ni^me. 
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Remarque  g^mi^rale.  —  Lorsque  Ton  cherchera  line  eqiia- 
lion  «ntre  les  difierenlielles  d'ordre  quelconque  de  fonc« 
tions  quelconques^  et  que,  pour  y  parvenir,  il  sera  avanta-* 
geux  de  consid^rer  d^abord  des  differences  infiniment 
petites,  on  pourra  substituer  les  d]ff(£rentielles  aux  diffe- 
rences correspondanteS)  et  negliger  toute  quantite  infini- 
ment petite  par  rapport  a  celles  entre  lesquelles  on  cber- 
che  la  relation.  Car  si  Ton  divisait  Tequation  exacte  par 
une  des  differences,  elevee  a  une  puissance  convenable,  et 
qu'on  passat  a  la  limite,  les  rapports  des  differences  seraient 
remplaces  par  ceux  des  differeniielles,  et  Ton  aurait  I'e- 
quation  m^me  a  laquelle  on  serait  parvenu  en  negligeant 
des  quantites  necessaires  pour  Texactitude  de  Tequation 
entre  les  difPerences,  mais  qui  disparaissent  de  Tequation 
exacto  entre  les  diflerentielles  considerees  commc  des  quan* 
tites  infiniment  petites  ou  finies. 

Differentielles  totales  des  divers  ordres  des  fonctions  de 
plusieurs  variables  dependantes, 

201 .  Si  les  variables  x  ety,  qui  entrent  dans  la  fonction 
M,  etaient  elles-m^mes  des  fonctionsde  variables  indepen- 
dantes,  les  differentielles  totales  de  u  changeraient  toutes 
de  forme,  exceple  celle  du  premier  ordre,  parce  que  les 
facteurs  dx^  dy  ne  seraient  plus  constants. 

Ainsi  la  differenlielle  premiere  de  u  aurait  toujours  pour 
expression 

du  ,        du  , 
dsr  ax 

• 
Mais,  en  differentiant  cette  expression,  il  s'introduirait  les 

termea 

(iu   ,,      ,    du 
dx  dy 

I.  •» 
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et  Ton  formerait  (Px^  d}y  eh  fonclion  des  variables  itide- 
pendantes  et  de  leurs  differentielles  d^apres  les  fonnules 
pirecedentes.  On  aura  ainsi 

f/'w   ,  ,  d'^u     _    ,         r/'i*   ,  ,       du   .  du   ,, 

d^u^—rdx-^-JfT:  ——  dxdy  -+-  -—  r/y '  4-  _  rf » x  -+-  -7-  rf »/ , 
dx^  drdy  dy^  dx  dy 

et  rf'a  joiiira,  par  rapport  a  A*//,  de  la  propriele  qui  a  el«? 
demonlree  independamment  de  la  forme  qui  pourrait  resul- 
ler  de  variables  intermddi  aires  en  ire  u  el  les  variables  iu- 
dependanles. 

On  irouverait  de  m^me  les  differentielles  lotales  des 
ordres  suivanls,  el  pour  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables, supposees  dependanles  d'aulres  quelconques.  Si 
parmi  cos  variables,  les  unes  etaient  dependanies  et  les 
autres  independantes,  il  sutfirait  de  supposer  nulles  les 
differentielles  de  ces  dernieres  qui  passeraient  le  premier 
ordre. 

Cas  particulier  oiix  etj  sont  des  f one  lions  lineaircs.  — 
Si  Jt:  ety  etaient  des  ^notions  liiieaires  des  variables  inde- 
pendantes, dx  et  dy  seraient  constants,  quelles  que  fusscnt 
les  valeurs  des  variables  \  on  aurait  done 

d'^x  =  o ,      d'^y  =  o >      d^x=o,    .  .  , 

et,  par  consequent,  ou  retrouverail  la  formule  symbolique 
^  /du  ,         du      \*"       , 

qui  s'^tendraii  a  un  nombre  quelconque  de  variables. 

Differentielles  des  dii^ers  ordres  desfonctions  implicites. 

202.  Supposons  d'abord  la  fonclion  implicite  «  depeu- 
dante  des  variables  x  et  r,  et  detcrminee  par  une  equation 
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unique 

F(.r,r,  tt)  =  o; 

nous  aurons 

rfF  ,         r/F  ,         dF  ^ 

— -  rfx  4^  -— -  rf/  -h  ---  ^tt  =  o, 

tfx  o^  aa 

d^ouTon  tirerait  //ii,  comme  nous  Tavons  deja  vu. 

Di(r<$rcntiant  encore  cetle  Equation  par  rapport  a  toutes 

les  variables,  et  ohscrvant  que  du  nest  pas  constant,  il 

vient 

d'¥  ,  ,      ^F  ,  ,      '^'F^  ,  d'F    ,    . 

^.r»  H -1.  f/v'  H ; —  du^  -f-  2  - — -.  fltrc?r 


rj 


/j:^  rtf^"*    "^  rfrt'  djrdy 


d^F  d*F  dF 

-4-  2  - — —  r/jcflfrt.  -h  2  -; — 7-  drdu  +  ——  ^-  w  =  o : 

(l^ou  Ton  tirerait  d^u^  el  ainsi  de  suite.  On  agirait  de  la 
nienie  maniere  pour  un  nombre  quelconque  de  variables 
independantes.  Si  u  ne  dependait  que  d'une  variable  x, 
cette  equation  sc  reduirait  a 

<fF  d^F  d^F  dF 

-p-  dx*  4-  2  -;— --  dxdti  H-  --—  du^  -+-  ---  rf*a  =  0, 
^/r'  dxdu  dtr  du 

203.  Si  Ton  avait  deux  equations,  il  y  aurait  deux  va- 
riables, fonctions  de  toutes  les  autres;  et  dans  ce  cas,  on 
differentierait  successivement  chacune  des  equations,  en 
distinguant  bicn  les  variables  dependantes  des  indepen- 
dantes :  on  determinerait  ainsi  les  difTerentielles  secondes, 
iroisiemes,  etc.,  des  deux  fonctions;  et  Ton  agirait  de  la 
in^me  maniere  dans  le  cas  d'»n  nombre  quelconque  d'equa- 
tions. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  equations 

F(.r,  7,   w)=o, 

V  el  11  sont  des  fonctions  de  la  variable  independante  t. 

18. 
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On  aura  d'abord  les  deux  ^uations 

d¥  ,         if  F  ,        dF  , 

-—  </r  -I-  --—  rf/  -H  ■-—  dti  =  Of 

ax  ay  du 

df  ^         flf  ,  df  ^ 

-y-  dx-\-—-  dy  -h-y-  du  =10; 

dx  dy  du 

d'ou  Ton  tirera  dy  et  du.  En  diiTerentiant  ces  deux  equa- 
tions, on  obtiendra 

r/»F  ,  ,      ^'F^  ,      r/»F^  ,         <^'F  ^  J        ,  /f»F   ^  ^ 
djt"  dy^    -^         dtt^  dxdy        -^  f/.rz/f< 

^'F  dY  d¥ 

-»-  ?.  -7—7-  <////«  -h  -r-  <;?*/  -f.  — -  €/2^  =  o , 

^'f  d^f  d^f  d^f  d^f 

n/jr'  rfr'  tf/i*  •  dxdy  dxdu 

d^f  df  df 

/fyrf«  dy      ^        du 

d*ou  Ton  tirerait  ^i'w  el  fl?*j^,  puisque  cf^  et  «&«  sont  connus. 
On  obtiendrait  ainsi  les  difli^rentielle^  de  tous  les  ordres 
de  j^  et  //. 
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CHAPITRE  IV. 


CHANOEMENT   DE  VARIABLES. 


204.  Cas  {Tune  seule  variable  independante.  ^  INous 
con  side  rerons  d'abord  les  fonctions  d'une  seule  variable  in- 
dependante-,  el  I'objet  que  nous  aliens  nous  proposer  est 
d'exprimer  toutes  ies  derivees  d  une  fonction  j^  par  rapport 
a  une  variable  x  dont  elle  depend,  au  inoyen  des  derivees 
success! ves  d'une  autre  fonction  «  par  rapport  a  une  varia- 
ble t,  regardee  comme  independante. 

Toutes  les  quantites  dependent  d'une  seule  variable : 
ainsi  Ton  a  trois  equations  entre  oc^^j^  u^  t\  on  deuxseule- 
ment,  en  laissant  de  c6te  celle  qui  exprimera  la  relation 
tjntre  x  ^X.y,.  On  voit  qu  en  vertu  de  ces  trois  equations,  on 
pent  cousid^rer  u  comme  une  fonction  de  t^  et  ce  sont  les 
derivees  de  i«  par  rapport  a  t  que  1  on  veut  faire  enirer  dans 
des  calculs  ou  se  trouvent  les  derivees  de  j^  par  rapport  a  x. 

Pour  cela  nous  altons  d'abord  exprimer  les  derivees  de 
y  par  rapport  a  a:,  en  fonction  des  derivees  de  a?  et  j^  par 
rapport  a  une  mSme  variable  independante  t  dont  elles  se- 
raient  regardees  comme  fonction*.  Ccs  formules  seront  les 
monies.,  qtielle  que  soit  la  forme  particuliire,  tant  de  T^- 
quation  entre  x  et  j^,  que  de  celle  qui  doit  lier  en  outre  x  et 
ravec  t.  Nous  montrerons  ensuite  comment  les  derivees  de 
xeiy  par  rapport  a  t  peuvents'exprimer  au  moyen  de  celles 
que  Ton  veut  introduire,  qui  sont  celles  de  u  par  rapport 
a  f.  Ce  dernier  calcul  depend  des  equations  qui  lienl  a:  etr 
avec  t  et  /*,  et  peut-^trc  encore  avec  d'autres  variables;  et 
le  norabrc  des  equations  doit  toujoursetre  tel,  qu*il  ny  ait 
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qu'une  seule  variable  iiidependante^  comme  nous  Taj^ons 
suppose. 

205.  Pour  cxprimer  les  d^rivdes  dc  y  par  rapport  a  x 
au  moyen  de  celles  de  x  oXy  par  rapport  a  ^,  nous  obser- 
verons  que,  d'apres  le  principe  des  fonctions  de  fonctions, 
on  aura 

I^  — JL 
dx       dx 

Tt      . 


dy       dy     dt 
dx        dt    dx 

ou,  puis 

• 

dy  ^  dt 
dx       dx 

'dt 

d^  X 

Passons  maintenant  a  Texpression  de-— •NousdifTerentie^ 

rons  pour  cela  les  deux  membres  de  cette  equation  par  rajv 
port  a  x\  mais,  afin  de  n'introduire  dans  le  second  membre 
que  des  derivees  par  rapport  a  /,  nous  le  diflKrentierons 

d'abord  par  rapport  a  t ,  puis  nous  multiplierons  par  -7-9 

dx 

ou  nous  diviserons-par-T-*  Nous  obtiendrons  ainsi 

*       dt 

d'*y  dx  d*x  dy 
d^y  ___  ~dO  ~di~'  ^  dt 
dx^  ' 


[dt) 


d^  Y 

De  meroe ,  pour  obtcnir  -^-—5  nous  differentierons  le  second 

ox 

dv   .^^ 

membre  par  rapport  a  f ,  puis  nous  diviserons  par  ^«  Et  en 

continuant  ainsi,  il  est  clair  que  Ton  aura  Tcxprcssion  di' 
jtQutes  les  derivees  de/  par  rapport  a  x,  au  moyen  de  celles 
de  X  et  J*  par  rapport  a  unc  variable  quelconqud  r,  dont  x 
eiy  seraient  d.epeudants. 

On  peat,  au  lini  de  derivees  dr  x  et  y  par  rapport  a  f. 
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inli*oduirc  leurs  differcntielles  ^  il  saffira  de  supprimei:  Ic 
diviseur  dt^  et  il  viendra 

d^y       d}jdx  —  d^xdy 
dx^  dx^ 

Ces  premieres  formules  se  rapportent  au  changemenl  de  tA 
variable  independante  seulement. 

Si  Ton  suppose  que  la  van  able, f  soil  la  fonctionj^  elle- 
meme,  on  aura  les  derivees  de  y  par  rapport  a  Xy  expri- 
mees  au  moyen  de  celles  de  .r  par  rapport  a  /,  quelle  que 
soil  d'ailleurs  la  relation  enlre  x  eij.  Ces  formules  seront 

d'x 

djr         I        d^jr  djr^ 

—  •"~r  -^^        — .^_  ^3  —  I  9  •  (  •  • 

d.r       dx       dx^  ldx\^ 

206.  Considerons  maintenaDt  le  cas  general  ou  I'on  au- 
rait  entre  m  variables  x^y^,  .  . ,  i/,  /,  les  m  —  2  equation^ 

sans  compter  I'equation  qui  donnej^  en  fonction  deor.^Si 
Ton  diff(£rentie  ces  tn  —  2  equations  par  rapport  a  t^  on 

dx    djr        ^        .        ^    du  1^1 

pourra  exprimcr  — i  -^  en  tonction  de  —  j  par  la  resolu- 
tion d  equations  du  premier  degre. 

Differentiant  de  nouveau  ces  ^nations,  on  introduira 
les  derivees  secondes  par  rapport  a  ty  et  il  y  restera  des 
derivees  premieres  que  Ton  pourra  remplacer  par  leufs 
valeurs  tirees  des  premieres  equations.  On  pourra  done 
encore,  par  la  resolution  d'equations  du  prenkier  degre,  tirer 

,         ,  ^    if  X    d*r  J    eP  u      du 

les  valeurs  de  -r-?  -j^  au  moyen  de  -r-  et  -7* 

dt^      di^  ^  dt^         dt 

En  continuant  ainsi,  toutes  les  derivees  de  x  et  de  j^  par 

rapport  a  t  seront  exprimecs  au  moyen  de  celles  de  u  par 

rapport  a  f  ^  el  comme  nou^  avons  donne  les  formules  g^ne- 
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1  •  •  ^y  ^^  y  ,    elx   it*  X 

rales  qui  expnment  -^»  -r—?  elc,  au  moyen  de — , ,  elc, 

ax    oJr  dt     d^ 

-Tj  -TT-^  etc.,  il  s  ensuil  que  1  on  counaitra -i-  j  —-^', ...  au 

«*     "'      •  •  da:      dx^ 

•.     du     d^  u  .     /     .     1.   1  .        1      . 

moyen  de  — ,  -j-^,  •• .,  qe  qm  etaii  lobjet  de  la  ques- 
tion. 

Si,  au  lieu  d'^qua lions  finies,  on  avait  des  equa lions 
differentielles,  il  faudrait  toujours  cheicher  a  en  deduire 
(Ix   d^x  dy    d'y  ,     du    tP  u 

w He' ^^^-^  li'  IF' ''^''''  ^^ ^^y^^ ^^ IS'  'w  ^^^- '  ^ 

I'on  agirait  ensuite  comme  dans  le  cas  precedenl. 
Supposons,  par  exemple,  Tequation 


(S)'-(^)"=- 


el  proposons-nous  d'exprimer -^,  ^,  etc.,  au  moyen  dc 

dx  d^  X  1      ti 

'di'HF'  ®^^*  La  question  se  reduiticiaexprimer  -f^-j^^  etc., 

^     -  ,    dx    r/'  X 

au  moyen  de  ---^  -— -,  etc. 

-^  dt     dt^ 


Qr  on  aura  d'abord 


dt  '^y  ^       dF' 


z    d'jr 


Pour  avoir  ^,  on  differentiera  1  equation  doniice,  el  il 
yiendra 


d'ou 


dx  r'/'  .T        dy  (P  y 
'dtHF'^dtlF'^^' 


dx  fP  X  dx  d*  X 

d^'y  ~di~dF  lulF 


dp  dy 

~di 


I         dx"" 
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Une  nouvelle  differentiation  ferait  connailre-r^?  et  ainside 

suite. 

Cc  cas  est  celui  ou.  Ton  determinera  une  courbe  par  une 
equation  entre  Tare  et  Tabscisse. 

207.  Cas  deplusieurs  variables  independantes,  — Con- 
siderons  maintenant  unefonction  z  de  deux  variables  inde- 
pendanies  x^j.  Sa  forme  n'est  pas  connue,  et  Ton  ne  doit 
pas  avoir  besoin  d^en  faire  usage;  mais  on  doit  toujours 
raisonner  dans  Thypotliese  qu'elle  existe. 

Ia  question  que  nous  nous  proposons  est  de  determiner 
les  derivees  partielles  de  tons  les  ordrcs,  de  z  par  rapport 
a  X  et  y,  au  moyen  de  celles  d'une  autre  fonction  r  par 
rapport  a  deux  autres  variables  independantes  f  et  d,  en 
supposant  qu'il  existe  trois  equations  entre  x,j^,  z^  /*,  y,  6, 
savoir 

,.  I     F(x,  r,  2>  0,  <P,  '•)  —  o,     F,  [xyXy  z,  e,  y,  r)  =o, 
(  Fa(a?,  ^,z,  9,  y,  r)  =o, 

de  sorte  que  quatre  quelconques  de  ces  six  variables  peu- 
vent  kxxe  regardees  comme  fonctions  des  deux  autres  qui 
seront  entierement  arbitraires. 

Cela  pose,  diff(6rentions  successiveraent  r  par  rapport  a 
chacune  des  variables  x  et  y^  la  seconde  etant  supposce 
roDstante;  et  considerons  /*  comme  dependant  de  Q  et  ^ , 
qui  eux-m^mes  dependent  de  x  et  y.  Nous  aurons  ainsi 

,    ,  dr       dr  dO        tlr  do        fir       dr  dO       dr  do 

(2)  — := 1 1,       —  = 1 1. 

dx       d^  dx       dff  dx        djr       dB  dy       </«p  ciy 

II  faut  maintenant  eli miner  de  ces  equations  les  derivecs 

rfO    do     dr    flO     do     dr  ,  «_,., 

-p^  ,  ''"T~i  -r>  ~7^'  "T'  ct  pour  cela  nous  ditlercnlierons 
a.r    (ir    dx    dy     dy    dy  * 
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d'abord  les  equations  (1)  par  rapporl  a  x\  d'ou 
d¥  do       (IF  dff        d¥   dr       d¥        d¥    dz 


-  o> 
d^    dx       dff  dx        dr    dx       dx         dz     dx 

dY.dB       dY^dif       dY.dr      dY;       dY,  dz 

1 -T  _| \ 1 1 \  —  =20, 

£/9  dx        d^  dx        dr  dx        dx         dz    dx 

dYtdB       dY^dtD       dYj  dr       dY^       dY^^dz 
1 1-1 1 1 =r  o; 

^/0  dx        df  dx        dr    dx        dx  dz   dx 

,,    ,  .  dQ     d9     dr  c         •        j     '^^         .  i 

u  ou  nous  lirerons  -7-1  -7^-9  -r-?  en  ionctiou  de  --p  :  el  los 

dx     dx    dx  dx 

reportant  dans  la  premiere  equation  (2)  nous  en  lirerons 

,,.  ^'2         /»        .       J    dr     dr 

immediatenient  -r-  en  lonction  de  -rr^  -7-* 

dx  dB    dtf  . 

Differentiant  de  meme  les  equations  (1)  par  rapport  a  j 

et  faisant  usage  de  la  seconde  equation  (2),  on  ODtiendra 

—  au  moyen  <le  ~»  —  i  ce  qui  etait  I'objet  que  Too  s'etail 

propose. 

dr       dr 

On  concluraii   facilement  de  la  ;t7»    "t*  »**  moyea  de 

T^  T^  par  la  resolution  de  deux  equations  du  premier 

degre;  mais  on  pourrait  d'ailleurs  les  obtenir  directemenl 
en  suivant  une  marche  inverse. 

On  passera  aux  derivees  partielles  du  second  ordre  en 

difl<$rentiant  —  ?  —  par  rapport  ai  x  et  j^ :  oii  sera  ramenc 

dr     dr 

a  difi^rentier  -7-9  ~  par  rapport  h,  x  ^tfy  et  on  les  trailera 

comme  on  a  traite  /*,  ce  qui  introduira  les  derivees  du  second 
ordre  de  r  par  rapport  a  0  et  y. 

r\  '     T.v/  •        d^     ^V     d^     ^V 

(Jn  aura  en  ouire  a  dillerentier  1-9  -r^  -7-9  -p-'  ce  qui 

dx    dx    dy     djr 

introduira  les  derivees  partielles  du  second  ordre  de  z  par 

rapport  a  x  et  7,  donl  on  aura  aiusi  les  valeurs. 
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II  est  facile  de  voir  que  cettc  methode  s^applique  a  tin 
nombre  quelconque  de  variables  independantcs,  et  s^^tend 
aux  derives  de  toutes  les  atitres. 

208.  Nous  examineroiis ,  en  particulier,  le  cas  d'unc 
fonction  n  de  Irois  vanables  iudepeudahtes  Xy  ^ ,  z^  qui 
doivent  6tre  remplac^es  par  trois  auires  variables  indepen- 
dantcs r,  cp,  ©,  li^s  a  x,  /,  z,  par  trois  Equations  connues; 
dans  ce  cas,  il  s'agira  d'exprimer  toujours  les  deriv^es  par- 
tielles  de  u  par  rapport  a  x,  7,  z,  au  moyen  deses  derivees 
pariielles  par  rapport  a  r,  f,  6..Ce  probleme  renferme  <felui 
de  la  transformation  des  coordonnees  dans  des  equations 
auxdiiterentielles  partielles  ou  la  variable  principale  est  une 
fonction  de  trois  coordonnees. 

Considerons  u  comme  fonction  de  d,  ^,  /*,  et  ces  dernieres 
comaie  fonction  de  x,  j^,  -z;  et  diflferentions  11  piartielle- 
ment  par  rapport  a  x,  j^,  z,  nous  aurons 


(3)  ; 


/  flu    '   da  eiQ       flu  flf       dn  dr 
dx       dB  dx       df  da:       dr  dx 

du       tin  dB       dti  dto       du  dr 


t 


5 


\  nf       a\i  ay       at^  ay       ur  ay 
I  du        du  dB       du  do       du  dr 


\ 


dz        dB  dt       di9  dz        dr  dz 


Or,  au  moyen  des  trois  equations  cntrc  x^y,  2,  0,  y,  'S 
on  peat  determiner  les  derivees  partielles 

dB        dB        dB        dt^        d(f        duf        dr        dr        dr 
fix       dy        flz         dx       dy        dz        dx       dy       fh 

et,  par  consequent,  les  equations  (3)  donnent  les  valeurs 
des  derivees  partielles  de  la  fonction  u  par  rapport  a  x,  j',  r, 
au  moyen  de  relies  de  la  memc  fonction  par  rapport  h 
0,  y,  r. 

La   resolution   de  ces    trois   ('cjua lions   fcrait   connaitrc 


s 
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flu    du     du  ,     du    du     da         ,  .  , 

^?  ^>  ^?  au  moyen  de  —  j  — >  —  ^  mais  on  pourraitles 

trouver  directement  par  une  marche  inverse  de  la  prece- 
dente. 

En  dlffereniiant  les  ^(]uatioDs  (3)  success! vement  par 
rapport  a  x^  y^  z^  on  exprimerait  les  derivees  du  second 
ordre  par  rapport  aux  variables  indepeudanies  d'un  de« 
sys times,  au  moyen  des  derivees  du  secpnd  ordre  par  rap- 
port aux  variables  de  Tautrc^  et  Ton  cautiauerait  aiDsi  in- 
definiment. 

Ainsi,  par  exemple,  en  difierentiant  —  par  rappori 
a  a:,  on  serai t  ramene  a  former  les  derivees  partielles  di> 

llu     du     du  ,  ,  11  r       • 

— >  —  >  —  par  rapport  a  x^  et  cest  ce  que  1  on  terait  en 
du    du    du  •      ij  1        1 

.  traitant  -779  -r-j  -r-»  comme  on  avail  d  aoord  iraite  m,  ic 
aO    rty    dr 

qui  introduirait  les  derivees  du  second  ordre  de  u  par  rap- 
port a  d,  f ,  r,  tout  le  reste  etant  connu. 

209.  Appliquons  ce  procede  a  une  transformation  qui  se 
presente  souvent  dans  les  questions  de  mecanique  et  de 
physique  math^matique. 

Soient  x,y,  z  les  coordonnees  rectangles  d'un  point,  el 
/',  0,  ^  ses  coordonnees  polaires,  de  sorie  qu'on  ait  entreces 
six  variables  les  trois  equations 

a  =  /•  cos  0 ,     ^  =  r  sin  9  sin  ip ,     a?  =  /-  sin  d  cos  ^ , 

on    Iron  vera,  a  u  moyen  de  la  niethode  que  nous  venoih 
d'exposer, 

flu       du   ,  ^        du  cosOcos>l       du    sin^l/ 

—  ==---SinOcOSiL  -h-TT  -—-  TT  r-7r> 

rix       dr  ^       dB  r  d-^  rsinO 

du      du   .    ^  .    ,        rfttcosOsin-J;       du  cos -J/ 

—  =  —  sin  G  Sin  v  -f-  -ri h  -77  — r— r^ 

riy       dr  ^        dB  r  </^;'sinO 

du       du        ^       du  sin  0 

—  =  -r-  cos  0 77 » 

dz        dr  dQ     r 
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d^ii       d^tt    .         .     .         .        r/^£/ cos^OsinAlcosiI;        d*  u  sin>lcos>(> 

7-7-  =  -r-r  s»n'0  Sin  >!/  cos 4*  -t-  -tt ■ ~ m.  — ,   .  ,^ 

My       dr^  ^        ^       dQ^  r^  d^^     r^sin^O 

d'^ii    sindcosG  siD>)^cos>I;         </'«    fcos^'^  —  sin'i|/ 


''«    /cos^^l*  —  sin'i|/\ 


r/9  ^r  r  d-^ 

d^u    ( cos'4^  —  sin^  ^ )  cos  Q       du  sin'  6  sin  \|i  cos  4* 
^^£/0  /-'sin  9  dr  r 


du  cos  d  sin  'if  cos  i|» 


n  4*  cos  ^  /      .    ^  I    \        du  /  sin^  \|i  —  cos*  4»  \ 

—1 1  I  2sin9H — --  I  -t-  ^77     ,  .  ,^    ^ 

r'  \  smO/        ^4*  \       r'sin'9       / 


(l^u       d^ii  ,    ^       ^        .       d^u  sin 9 cos 0  cos \p 
-7-7-  =  -7--  sin  0  cos  0  cos>p  —  -7—  — ■ 

(irdz       dr'  ^       dQ^  r' 

d^u    (cos*0  —  sin'0)cos4»         d^u   sin>|;cosO         d^u     sin>(» 


dBdr  r  d-^dr      rsinO  d^d^      r^ 

du  ( sin'  9  —  cos'  9 )  cos  \|i       du  sin  9  cos  9  cos  ^p 
£/9  r»  //r  r 

• 

dUi       d^u   ,  .    .        d^u  sin  9  cos  9  sin  4* 

T-r  =  "T-r  sin  9  cos  9  sin  4* r;,,  ; 

(irdz       dr^  ^        </9'  r' 

d^u   (cos'9  —  sin'9)sinip        d^u    cosr|/cos9         d^u    cosjr 
dQdr  r  '^  d-^dr       rsin9  f/9  rf^l>      r' 

</a  (sin'  9  —  cos'  9 )  sin  r|/       du  sm  9  cos  9  sin  >p 


r/9  r'  dr  r 


> 


r/'a       €/'tt    .  ,        ^'w  cos^9  cos'\I*        d^ u     sin^4» 

"7T  =  -rr  sin' 9 cos' *  -I- -7-7  ; ^  4- -77-:     ,   .  ^^ 

r/.r'        £/r'  ^        </9'  r'  d^^  r'sin''9 

d'^u    sin  9  cos  9  cos' 4^  d^u    sin4'Cos4< 

'^'^'iBdr  'r  '^  d'^dr  7 

d^  u    sin  4*  cos  4*       ^^  cos*  9  cos'  4*  +  sin'  4^ 

«M  3j -■    ■   i.  -I ■  • 

rf9c?4'    '•'lang9         dr  r 

du  I  sin'  4'  —  2  sin'  6  cos'  4*  \  du  sin  4*  cos  4^ 

-h  —  cos  9     ^- .  .    .     , M-  2  -77  —rh-n:- » 


du  ^  l\ 
-7-  cos  9  I  • 
f/9  \ 


r'sin9     '  /  d^     /•'sin^9 
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d^u    .     ^   .  ..        d'^u  cos'0sin*\L       ^/^m    cos' 4* 
=  -T--sin'OsinU  -h-r: ;; — ^  H- -77 r-=- 


(/'f«    sin  9  cos  9  sm^  t!/ 

2 i     — r- -f-  2 


d^u    sin  4' cos  \t/ 


d-^dr 


d^  u   sin  \|;  cos  >J/       r/a  /  cos*  0  sin^  -^  -h  cos' -^ 


flBd^    r 


\^  cos>J/       du  I 
MangT       ^  \ 

du        ^  /cos'ri  —  2  sin*©  si 

:;;:<^*^l ' — t-^-j. — 

r/0  \  r»  sin  0 


sin'^I* 


—  2 


du  sin>|;costj/ 


d'u 


d^u        .,       r/'tt  sin'O 
cos'O  H- 


dr' 


#/0» 


2 


rfij;     r'sin'6 
J'w    sin  G  cos  0       r/«  sin*9 


r/e</r 


rfr      r 


r^e^  sin  d  cos  9 
-4-  2  •" —       - 
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GHAPITRE  V. 

APPLICATIONS    ANALYTI.QUES    l)U    CALCUL 

DIFFERENTIEL. 


210.  Determination  des  valeurs  parlicuheres  desfonC" 

lions  qui  se  presentenl  sous  lesfqimes  -?  |^9  oo  X  o,  i^  , 

00  **,  0°.  -i-  Lorsqu  line  fonction  est  le  quotient  de  deux 
aulres  fonctions  de  x,  et  qu'unc  valeiir  particuliere  de  x 
rend  ces  deux  derniires  nulles  ou  infinies,  la  valeur  de  la 


premiere  se  presente  sous  la  forme  -  ou  ^»  et,  dans  ce  cas, 

on  peut  se  proposer  de  determiner  la  valeur  vers  laquelle 
converge  la  fraction  donnee,  lorsque  x  tend  vers  c«tte  va- 
leur particuliere ;  c'est  cette  valeur  limiteque  Ton  d^igne 
souvent  sous  le  nom  de  vraie  ^valeur  de  la  fraction  qui  se 


o 


presente  sous  la  forme  ind^ierminee  -  ou  ^ 


o        » 


Cherchons  d'abord  la  limite  de  ^/  ,  lorsque  x  tend  vers 
uoe  valeur  x^  telle  que  Ton  ait 

F(j;.)  =  o,    f{x.)  =  o. 

Soit  h  nne  quantite  tendant  vers  zero^  on  aura,  d'apris 
le  n«  189, 

F(x,+  /i)_F(.r,4-e/i). 

done 

lorsque  x  tend  vers  jr©^  el,  par  consequent,  si  V  (x^)  el 
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f'[x,))  ne  sonl  pas  mils  ni  infinis,  la  limile  chercheescra 

Si  I'on  avail  encore 

F'(.r.)  =  o,     /'(*.)  =o, 

la  limite  de  ^,)    ,  serait  la  m^me  que  celle  de   ^,,,   !^  et 

ainsi  de  suite. 

Si  done  loutes  les  deriv^es  jusqu^'a  I'ordre  n  exclusive- 
ment  deviennent  nulles  pour  x  =  Xoj  la  limite  cherchee 

sera  celle  de  ^^^'  [ ;  et  si  F'*  {xo)  et />  {xo)  ne  sont  ni  nulles 

ni  infinies,  on  aura,  pour  valeur  de  cetle  limite, 

Si  Tune  de  ces  derniires  derivees  est  encore  nulle,  la  limite 
sera  o  si  c*est  F"(aro)  qui  est  nulle,  et  la  fonction  croilra 
sans  limite  si  c'esif'*  (x^)* 
211.  Snpposons  maintenant 


d  ou 


=  o,    -v: — -  =  o. 


F(.r.)-      '    /[x.) 


Y  I.t)  .       .         .         fix] 

Remplacant  par  Texpression  identique  *— ^— ^>  etappli- 

quant  a  cetle  derniere  la  transformation  precedente,  on 
aura 

F(x,-4-  h)  ^/ix,-hh)  _/{x,-^Bhy 
/(.ra-+./i)  I    .      —  r(x,-hBky 

\¥(x,-^Qh)Y    /^(.r,-4-e/i) 
L'/(jr«-f.0/i)  J   '  F'(:r«^fi/i)* 
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Nous  considererons  d'abord  le  cas  bu  ^,   /  tend  vers  une  va- 

leur  finie  A  differente  de  zero.  L'equalion  prec^ente  donne 
alors,  en  passant  aux  limites, 

ce  qui  donne  la  meme  regie  que  dans  le  cas  ou  Ton  a 

F(jre)  =  o,    /(x.)  =  o. 

oupposons  maintenant  que  -j- — -  tende  vers  zero.  En  y  ajom- 

lant  une  quantite  consiante  M,   on  formera   la  fraction 

^   '.   .  dont  la  iimite  sera  M  •,  el,  par  consequent,  on 

rentre  dans  le  cas  precedent.  II  faut  done  prendre  les  derivees 
des  deux  termes  et  y  faire  tend  re  x  vers  x^ ;  ce  qui  donne 

,     1.     .         F'(^,)-hM/'(a:o)         F'(*.)         .. 

pour  la  hmite,  — ^^ — -^. — r ou  -^ — '-  -f-  M,  et  comme 

cette  Iimite  est  M%  on  aura  ^.    *,  =  o;  done,  dans  ce  cas, 
on  obtient  "encore]  la   Iimite  de  -^i—r  en  cherchant  celle 


de 


F(x) 


Enfin  si  -rhr  croil mdefiniment,    -— ~  tendra  vers  zero; 

/(^)  F(j:)  ' 

il  en  sera  done  de  ni6me  de  -~—\'^  comme  nous  venons  de  le 

F'(^) 

F'  ix  \ 
demontrer.  Done  ^, ;    [  croitindefinimeni.  Done  eiitin  dans 

tons  les  cas  on  trouve  la  raAme  Iimite  pour         »  que  pour 

F(x) 

I.  •'9 
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La  rigle  est  done  la  iiieiiie  pour  lets  fractions  qui  se  rediii- 
sent  a  ~-  que  pour  celles  qui  se  reduisent  a  — 

On   afi'irait  de  la  m^me  maniere  sur  ■— — :  si  ses  deux 

termes  deveiiaient  encore  infinis  pour  x  =  X0,  Mais  si 
toutes  les  derivees  successives  le  devenaienl,  cette  melhode 
ne  serait  plus  applicable  5  et  ce  qu'il  y  a  souvent  de  mieux 
a  faire  dans  ce  cas,  c'est  de  remplacer  x  par  Xo-\-  het  d'ef- 
fecluer  les  reductions. 

Ainsi  soit,  par  exemple,  la  fraction 

^  m 

,  \jx'^—x\ 

ses  deux  termes  devicnnent  nuls  pour  x  =  x©,  et  toutes  les 
derivees  deviennent  infinies.  Mais  si  Ton  pose  x  =  x©  +  A, 
elle  devient 


J//I 


Aa 


oil         I  f> 


A  '  '  '  '  —I  * 

yjh{ix^  -h  h)  /**(2aro-H/i)'«" 


supprimant  le  facteur  commun   h"*  ,  il   reste  - 
dont  la  limite  est  zero  quand  h  tend  vers  zero. 

212.  La  valeur  jc©  etant  arbitraire  pent  6tre  supposee 
aussi  grandequel'on  voudra,  et,  par  consequent,  les  regies 
precedentes  s'appliqiient  au  cas  ou  Ton  a  j?©  =  ^  •  Mais 
la  demonstration  directe  ne  pourrait  plus  se  faire  de  la 
lu^me  manifere  dans  ce  cas,  el  il  est  bon  de  rexaminer  a 
part.  ' 


Si  Ton  pose  x  =  -1  on  aura 

■  X 

¥(x)      '^ 


(?). 


A'i-j-liV 
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y  tendant  vers  z^ro,  il  n'y  aura  aucune  difficulte,  el  Ton 
aura,  par  la  demonstration  precedente, 

lim.-Hli-lim.       y'J  =\\m.  —^' 

Oo  aura  done  aussi 

lim.  -p7— T  =  lira.  ^,)   {^ 

X  croissant  indefiniment. 

2i3,  Consid^rons  maintenant  le  produit 

F(*)/(x), 
et  supposons 

F(j:o)  =  oo,    /(.ro)=05 

nous  aurons  identiquement 

F(.r)/(x)=-^i 


F(x) 
ce  qui  ramene  au  premier  cas ;  et  I'oiv  trouvie  aloi^ 

Y[xYf'(x) 


lim.F(x)/(±)  =  — lim. 


r(x) 


Si  la  seconde  expression  rentre  dans  tin  des  cas  examines^ 
on  la  traitera  par  les  precedes  deja  indiques. 

214.  On  peut  encore  donner  une  autre  rifjle  pour  irou* 
ver  la  limite  de  la  fraction 

F(*) 

X 

dans  laquelle  on  suppose  x  infini. 

i9i* 
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En  effel,  h  eiaut  uue  quanlile  linie  quelconque,  oaa. 
quel  que  soit  x^ 

h 
faisant  croitre  x  indeQniment,  le  second  membre  tend  vers 
F  (oo)  qui  est  la  liniite  de  la  fraction— ^j  d'aprfes  une 
des  regies  precedentes.  Done 

hm.  —   -   =  Iim.  7 , 

et  si,  pour  plus  de  simplicile,  on  fait  A=i, 

litn.Lif)=lim.[F(^-hi)-F(x)].. 

X 

Ce  ilieoreme  a  ete  demontre  d'une  autre  maniire  par 
M.  Cauchy,  dans  son  Cours  (T Analyse  algebrique. 

215.    Considerons   maintenant   une    expression  de  la 
forme 

F(.r )/('); 
son  logarithme  est    * 

/(x)lagF(x), 

et  rentre  dans  une  expression  que  nous  avons  examiuet;. 
Si  done  on  pent  determiner  par  les  regies  precedentes  la 
vraie  valeur  de  ce  logaritlune,  dans  le  cas  singulier  bu  les 
foiictions  log  F  [x)  elf[x)  seraient,  la  premiere  infinie 
et  Fautre  nuUe,  on  en  conclura  immediatement  celle  de 
I'expression  proposee. 

Examinons  en  pardculier  I'expression 


F(^) 


I 

X 
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dans  le  cas  de  x=  oo  ,  et  supposant  F  ( oo )  =  go  .  Le  loga- 
rithme  de  celle  expression  est 


iogF(^) 


JT 


el  sa  limite  est  celle  de  — ^ — r)  que  Ton  peui  trailer  par  les 
regies  precedenles. 

Mais  si  I'on  applique  a  — — - — -  la  regie  particuliire  du 

n°  214,  on  trouvera  que  sa  limite  est  la  m^me  que  celle  de 


logF(j:-hi)  —  logF(ar),     ou     log 


V(x) 


"I?  /  I         \ 

Done  la  limite  de  F  (x)'  est  la  m^me  que  celle  de     1.    ^  ' 

quand  x  devient  infini.  Cette  regie  avait  encore  eted^mon- 
iree  par  M.  Cauchy. 

Si  Ton  a  F  (oo )  =  o,  on  posera 


I 

1 


F(x)  =  -T-rt     d'ou     Ffxf^- 

Mais  ^  (go  )  =  00  ,  done 

lini.*(ar)'==Iim   5^^^, 
et 

216.    L'appiication  de  ces  diverses   regies   conduit  i 
quelques  resultats  particuiters  qui  meritent   d'etre    re* 
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marques  : 


a* 


—  =  00  pour  a;  =  00  si  Ton  a  «  ,>  i , 

X 

—2 —  =  o  pour  X  =  o) , 

X 

X  log  a:  :=  o  pour  r  =r  o, 
xe^  =  00   pour  a?  =  o, 


I 

X 


X 


=  1  pour  -c=  X  , 


f 

X 


(  A  JT"' H- Bx'"-'  -4^  ...  -|-U)'  =  ipour  x  =:X, 
jt'  =i  pour  j?=  o, 

(cos  wjr  ^'^  =  1  pour  j:  =  e, 

I 
(i  -h  xY  =  ff  pour  j:=  q. 

Serie  de  Taylor  pour  les  fonctions  d*une  seiile 

variable, 

217.  La  serie  que  nous  aliens  faire  connaitre  a  pour  objet 
de  developper  raccroissement  d^une  fonction  suivant  les 
puissances  entieres  et  positives  de  racer oissement  corres- 
pondant  de  la  variable  dont  elle  depend.  Ce  sera  une  ge- 
neralisation de  la  formule  donnee  dans  le  n^  71 . 

D^signoBS  par  x  et  x  +  A  ou  par  x  et  X  les  deux  valeurs 
quelconques  de  x  que  I'ou  considire,  par  F  la  fonction; 
il  s'agit de  developper F  (x-h/i)  — F  (x)  ou  F(X)— F(x) 
suivant  les  puissances  de  la  difJKrence  h  ouX — x.  Nous 
donnerons  a  cet  effet  deux  formules  qui  difTereront  par  la 
forme  du  reste  qui  complete  la  serie,  et  pourront  Hre  utiles 
dans  des  cas  difl'erenls, 
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Premiere  formule. — Comiiien9ons  par  ecrire  un  nombre 
quelconque  n  de  termes  deduits  suivantla  meiue  lol  que  si 
la  fonction  etait  emigre  et  rationnelle^  et  desigDons  par 
f{h)  la  fonction  de  x  et  de  A,  qui,  ajoutee  a  ces  termes,  re- 
produit  F  (x-\-h)  :  nous  aurons,  sans  aucune  exception, 
si lesfonctions  F,  P, ...,  F"~*  sont  continues, 

F  (x  4-  A )  =  F  (x)  -+-  /iF'  (x)  +  -^  F''  (x)  -h  .  .  . 
fi)  /  ''^ 


1 . 2 . .  .  {n  —  I ) 

Etla  fonction  a  determiner  est/"  (A).  Les  derivees  des  deux 
membres  par  rapport  a  A,  en  laissant  x  constant,  etant  ne- 
ccssairement  identiques,  on  reconnait  sans  peine  que/  [h) 
elses  («  —  i)  premieres  derivees  deviennent  nulles  pour 
A  =  o,  et  que 

Done,  d'apres  une  formule  demontree  precedemment,  on 
aura 

/(A)= F«(x-+.0yi), 

^     '  I ,2. . .  «  ' 

el,  par  suite, 

I      F(x-hA)=:Frx)-+-AF'(x)-h  — F"(x)4-... 
(2)  ^  '-^ 

'h 7 rF''-«(x)H F^rx  +  e/i). 

1.2.  ..  (/f  —  l)  ^  1.2.  ..  /I         ^ 

Cetle  formule  donne  la  solution  de  la  question,  et  montre 
dans  quel  cas  elle  est  possible.  En  effet,  si  Texpression 


1.2.../? 


F«(x  +  OA) 


lend  vers  zero  a  mesure  que  n  augmente,  ¥  [x-^h)  est  la 
limite  de  la  serie 

F  (x)  -f  hY'  (.r)  -f.  .  . .  + ~ -F—  (x)  +  .  .  .  , 

1 . 2 .  .  .  ( V  —  r ) 
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et  Ton  peul  poser  ta  formule  suivanle,  qui  est   celle  de 
Taylor  : 

\       F(j:-f-  A)  =  F(^)  +  /iF'(x)  -f.  —  F''  (:r)-h  .  .. 

(a)   '  ''^ 

H F«(,:i:)  H- 

'  I  .  2 .  .  .   «  ' 

Mais  il  faut  bien  faire  attention  que,  d'apres  la  formule 

sur  laquelle  est  fondee  cetle  serie,  elle  ne  peut  etre  substi- 

tuee  a  F  (x  +  A)  que  lorsque  F  (x)  et  toutes  ses  derivees 

h" 

sont  continues  enlre  x  et  J:'  -f- A,  et  que F"{x-\-9h) 

I  •  ^  i  •  •  ft 

tend  vers  zero  quand  n  croit  indefiniment. 

La  fonction  F  (x-f-'//)  ne  peut  ^tre  developpee  suivant 

les  puissances  de  h  antrement  que  par  la  formule  (3) ;  car 

deux  series  convergentes  ordonnees  suivant  les  puissances 

enlieres  et  positives  d'une  in^me  variable,  et  dont  les  som- 

mes  sont  egales,  quelle  que  soit  la  valeur  de  cette  variable, 

soht  les  memes,  terme  pour  terme. 

2i8.  II  est  facile  de  reconnaitreque  le  terme 


I  .2.  .  ,  // 


F"  (j:-h0/i), 


qui  donne  la  valeur  exacte  du  reste  de  la  serie,  aprfc  les  n 
premiers  termes,  tend  vers  zero  toutes  les  fois  que  F"  (x) 
reste  fini,  lorsque  n  augmente  indefiniment :  et  pour  cela 

il  suffitde  faire  voir  que tend  vers  zero  quel  que 

I  •  <%  •  •  •  ft 

soit  A.  En  effet,  quand  n  aura  depasse  la  valeur  de  A,  et 


A« 


qu'on  raugmeiilera  indefiniment,  Texprcssion sera 

h  II 

multipliee  par  les  fractions j  v  •  •  >    qui    dimi- 

uuent  de  plus  en  plus.  Mais  quand  nieme  elles  resteraienl 
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egales  a  la  premiere,  qui  est  plus  petite  que  Tunite,  on  sail 

que  le  pi-oduit  aurait  pour  limite  zero.  Done  il  en  est  de 

A* 

meme  de quand  n  croitra  indefiniment:  et  la  serie 

1. 2. ../I  ^ 

de  Taylor  pent  ^tre  employee  lorsque  F  (x)  et  toutes  ses 
derivees  sont  continues  et  finies  entre  a:  et  a:  +  A- 

Idmites  de  Ferreur,  —  La  formule  (a)  a  I'avantage  de 
doaner  des  limites  de  Terreur  commise  en  s'arretant  a  un 
terme  quelconque  de  la  serie  de  Taylor.  En  eiTet,  si  I'on 
preiid  les  n  premiers  termes,  la  quantite  exacte  qu'il  fau- 

drait  y  ajouter  pour  obtenir  F  (a:  H-  A)  est 

A" 


1.2...  n 


Si  done  on  designe  par  A  et  B  la  plus  petite  et  la  plus  grande 

valeur  que  prend  F"  [x)  quand  x  passe  par  toutes  les  va- 

leurs,  de  X  a  or+A,  I'erreur  commise  en  prenant  les  n 

Ah* 
premiers  termes  de  la  serie  sera  plus  graude  que 


et  plus  pelite  que 


1.2... n 


I .a. . .  n 
219.  La  formule 

F  (a:  -f-  /*)  =  F(x)  4-  /iF  {x)  -r  —  F«  (x)  4-  . . 

A« 

F"(a7-he//) 


I .2. . .  n 


ii'exige  aucune  condition  relative  aux  derivees  d'un  ordre 
superieur  au  n***"'.  Ces  dernieres  pourraient  ^tre  disconti- 
nues dans  Tintervalle  de  x  a  x  -{-h^  sans  que  la  formule 
cessat  d'etre  exacte.  Ainsi  ce  developpement  pent  Atre 
exact  quand  on  Tarr^te  k  un  certain  terme,  et  devenir  inexact 
si  Tonvoulait  le  pousser  au  dela. 
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Supposons,  par  cxeuiple,  que  Ton  ait 


m-4-- 


a?» 


(5)  F  (x)  =  F  (o)  -4-  ^F  (o)  H-^— F"  (o)  -f-. . .; 

I  •  2 

c'esl-a-dire  que  la  liinite  dela  somme  des  termes  du  second 
membre  est  F  {x),  Cette  derniere  formule  est  celle  de  Ma- 
claurin, 


F(.r)=/(^)-h(a:— orO       ^tW, 

m  eiant  un  nombre  entier  positif,  et  -comprisentreoeti. 

Si  Ton  considere  pour  x  la  valeur  particuliire  jCo,  les  deri- 
vees  seront  finies  jusqu'a  P"  (xq)  inclusivement,  en  sup- 
posant  que  celles  def(x)  et  (f  (x)  le  soient;  mais  au  dela 
elles  deviendront  iufinies.  Le  d^veloppement  ne  devra  done 

6tre  pousse  que  jusqu'au  terme P"*-*  (xo)  tout 

I   •  2  •   •    •    frl   ""^    1 

auplus^  et  il  pourra  6tre  complete  au  moyen  d'un  terme 
renfermant  la  derivee  suivante. 

220.  Des'eloppement  deF  [x) . — Si,  dans  la  formule  (2), 
on  faitx  =  o,  et  qu'on  remplace  ensuite  la  lettre  h  par  la     ' 
lettre  x,  on  obtient 

i       F(a:)  =  F(o)H-xF'(o)-h  — F''(o)-h... 

(4) 

H r :  F-'  (O)  + F-(e:r). 

On  pent  ainsi  developper  une  fonction  de  x  suivant  les 
puissances  de  x^  pourvu  que  cette  fonction  et  ses  d^rivees 
jusqu^a  Tordre  n  soient  continues  entre  o  et  :r.  Si,  a  mesure 

que  n  augmente  indefiniment,  Texpression F"  (9x) 

tend  vers  zero,  la  fonction  F  (x)  pourra  6tre  exprimeepar 
la  formule 
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Si  on  Favait  obtenue  avant  celle  de  Taylor,  on.  en  d^- 
duirait  celle-ci  en  consid^rant  ¥  (x-\-h)  comme  une  fonc- 
tion  de  h  et  la  d^veloppant  par  la  formule  de  Maclaurln. 

Formule  plus  generate  pour  le  de%>eloppement  de  F  [x) . 
—  On  pent  encore  developperF  (x)  d'aprfe  la  formule  de 
Taylor,  en  rempla^ant  x  par  .r^  H-  (.r  —  ^o)  ?  on  trouve 
ainsi,  d'apr^s  Tequation  (2), 

/  F(:r)  =  F(x.)-h(^— *o)F'(x.) 

\  1.2  ^     ^  1 .2. .  .n      *•  '-' 

et  Ton  pent  toujours  choisir  Xo  de  telle  sorte  queF  (xo), 
F'  (wTo))  etc.,  ne  soient  pas  infinies.  Mais  cela  ne  suffira  pas, 
et  il  faudra  toujours  s'assurer  que  le  reste  de  la  s^rie,  dont 
nous  connaissons  Texpression,  a  pour  limite  o. 

Autre  formule.  —  Enfin  la  s^rie  de  Taylor  conduit  a 
une  autre  forme  de  d^veloppement  pen  employee,  due  a 
Bernoulli.  Si  Ton  y  suppose  A=  — x,  elle  devient 

F(o)  =  F(.r)~.rF(a:)+^F"(x)-:j^r(x)4-..., 

d'ou 

(7)F{x)=  F(o)+*F' (.r) --fl  F- (x) -H -^  r- {«) -.... 

Les  coefficients  des  differentes  puissances  de  x  sont  eux- 
m^mes  des  fonctions  de  x\  de  sorte  que  Ton  ne  trouve  pas 
dans  ce  developpcment  le  principal  avantage  que  Ton  cher* 
che,  qui  est  de  remplacet  la  fonction  par  un  polyn6nie 
entier  et  rationnel.  On  s'assurerait  de  son  exactitude,  comme 
dans  les  formules  precedentes. 

221 .  II  faut  bien  se  garder  de  croire  que  les  series  de 
Taylor  et  de  Maclaurin  puissent  eire  employees  toutes  les 
fois  qu*elles  sont  convergentes  ^  car  elles  pourraient  conver-r 
ger  vers  d'autres  limites  que  les  fonctions  qu'elles  devraient 
representer. 
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I 

Ainsi,  par  exemple,  la  fonction  e  ^'  devient  nulle, 
ainsi  que  toutes  ses  derivees,  pour  j?  =  o,  et  cependant 
elle  n  est  pas  identiquement  nulle.  II  $uit  de  la  que  si  F  (x) 

est  une  fonction  developpable  par  la  serie  de  MacIauriD, 

I 

F  (x)  -\-e  ^  ,  developp^e  par  la  meme  formule,  donnera 
lieu  a  une  s^rie  convergente,  mais  qui  representera  F  (x), 
et  sera,  par  consequent,  ine:sacte. 

L'exactitude  du  developpement  ne  peut  jamais  etre  ela- 
blie  que  par  la  consideration  de  Texpression  qui  en  com- 
plete la  valeur  apr^s  un  nombre  quelconque  de  termes. 

'222.  Autre  deyeloppement  differant  du  premier  par  la 
forme  du  reste. 

Dans  le  n°  217,  nous  avons  determine  le  reste/*(A)  qui 
complete  exactemenl  le  developpement  de  F  [x-\-h)  dans 
Tequation  (i),  en  diffj^rentiant  les  deux  membres  de  celte 
equation  par  rapport  a  la  derni^re  valeur  x  -\-h  ou  X  en 
laissant  constante  la  premiere  x.  Nous  allons  maintenant 
chercher  une  autre  expression  de  ce  m^me  reste  en  partant 
de  la  m^me  equation  (i),  et  differentiant  ses  deux  membres 
par  rapport  a  la  premiere  valeur  x  supposee  variable,  et 
considerant  la  derni^re  X  ou  x  H- A  comme  constante.  Dans 
ce  cas  le  second  membre  renfermerait  deux  variables  x,  A, 
liees  par  la  condition  x-|-  A  =  X.  Pour  n'en  laisser  qu'une 
seule  en  evidence,  nous  remplacerons  h  par  X — x^  et 
I'equation  (i)  prendra  la  forme  suivante,  ou  <f{x)  repr^- 
sente  le  reste  complementaire  qui  depend  de  la  variable  ac- 
tuelle  X  et  de  quantites  constantes, 

(F(X)  =  F(^)-f-(-^— ^F'(^)  +  i^i::^'F"(x).. 
(8) 


I  .2.  .  .(« —  l)  ^     '         ^ 
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Differentiant  une  seule  fois  les  deux  membrcs  par  rapport 
k  X  en  laissant  X  constant,  on  trouve,  toiite  reduction 
faite, 


\»-i 


1.2.  .  .  (/I—  l)        ^     '         T    \     / 

Gette  equation  determine  la  derivee  par  rapport  a  x  de 
la  fonction  inconnue  cp  (x) ;  sa  valeur  est 

d'ou  Ton  pent  d^duire  une  expression  de  <f  (jr),  en  appli- 
qaantla  formule  (6).  En  y  supposant  /i  =  i,  etdesignant 
par  z  une  valeur  quclconque,  on  en  tirera 

^(x)  =  (p(z)  +  (x~z)f  [3-f-e(x-«)]; 

prenant ,  pour  simplifier,  z  =  X ,  et  observant  que 
f  (X)  =  o,  on  obtiendra 

o{ar)==(ar  — X)  y'[X  +  0(x  —  X)], 

cl  remettant  pour  qp'  1' expression  (9)  dans  laquelle  on  rem- 
placera  la  variable  xparX-l-fi  (a: — X),  ilviendra 

<f(x)=       (^""•^)"    .0"-F"[XH-Q(ar--X)] 
^^    '        1 .2.  .  .(/I  —  i)  •■  ^  '-^ 

F«(.r  4-/i^e/i), 


\n~i 


1 .  2 . . .  ( n  ^ —  I ) 
et  posant 

^t  f  I  —  0M« 

I  — e  =  e',    «p(.r)  =  — i — ,    ^    ,  F-rxH-e'A). 

^  ^  '      1 .2. . ,(« —  t)     ^  ' 

La  formule  (8)  devientdonc  en  rempla^ant  Xpar x+A^ 
et  supprimantT accent  de  6', 

(       F (x  -h  A)  =  F  (.r)  -h  /iF'  (:r)  ^.  ^1.  F"  (a:)  -+-, .  . 

\  1. 2...  (/I — I)  ^  1. 2...  (/I   —  1)         ^  ' 
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Cette  formule  ne  diff^re  de  (2)  que  per  la  forme  du 
reste^  elle  pourra  6tre  utile  dans  des  cas  ou  Tautre  serait 
insuffisante  :  nous  en  donnerons  des  exemples. 

En  y  faisant  r  =  o,  puis  en  remplagant  la  variable  h  par 
X,  I'equation  (10)  donne 

F  (^)  =  F  (o)  -h  :rF' (o)  4-  ^  F"  (o)  +.  . . 

1  •  ^ 

4- p- ;f«-(o)H- ^——L—Y'^{Bx), 

1.2...(« — l)  ^'         1.2     ..(/I —  I)         ^         ' 

Nous  allons  maintenant  donner  quelques  applications 
de  ces  for  mules. 

223.  Applications.  —  i*'.  Soit  F  (x)  =  a',  on  aura 

F'{x)  z=a'\a.  .  .  ,     F'*(x)  =  a'l^a, 
F(o)=i,      F'(o)  =!«...,     F»{o)=:l-tf, 

et,  par  suite, 

1.2  1.2.../S — I        1. 2. ../I 

Le  reste or    tendant  vers  zero*  a  mesure  que  n  aug- 

i  .2. .  ./I  '  -10 

mente,  la  s^rie  ind^finie  a  pour  somme  a'. 

2*^.  Soient 

F   (j:)  =  1(h-«),  F(j:)=:(i  H- x)-, 

F"(j:)=:— (l  -ha:)-»,      F»  (^)  =  dz  I  .2.  .  .  («  —  l)  (l  +  ^)-% 

d'ou  resulte 

F(0)  =  0,    F(0)=:l,    r'(o)=:— I,...,    F"(o)  =±1 -2...  (/f-l), 

et,  par  consequent, 

X*       a^       X*  ,   x^  ,  . 

l(i  -Hx)  =  j: 1---.—.--  -H...±:  — (i  -i-ea:)— . 

^  '  2  i         4  '^ 

La  serie  serait  composecde  termes  indeGniment  croissants 
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si  Ion  supposait  x^i^  parce  que  la  limite  du  rapport  d'un 
terme  au  precedent  est  or,  lorsque  leurs  exposants  augmen- 
tent  ind^finiment  (voir  a  la  fin  la  Note  sur  les  series).  II 
saffit  done  de  s'assurer  si  le  reste  tend  vers  zero  quand  on  a 
x<^  I  ]  et  pour  cela  il  faut  distinguer  deux  cas.  Si  x  est  po- 

sitif,  on  a —  <^  i  si  a:<^  i  ;  et  par  cons&juent  le  resle 

tend  vers  zero,  et  la  serie  converge  vers  1  ( i-h  j:). 
Si  X  est  n^gatif  et  qu'on  le  represente  par  —  z^]e  reste 

— —r^  ne  se  presente  pas  sous  une  forme  propre  a  faire 

reconnaitre  s'il  tend  vers  z^ro,  parce  que  Ton  n'aper^oit 
pas  lequel  est  le  plus  grand  des  deux  termes  de  la  fraction 

—•  Mais  si  Ton  prend  la  seconde  forme  que  nous  avons 

indiquee  pour  le  reste,  on  trouvera  pour  le  cas  actuel 

^c"  ( I  ■!■  _  ft  ^'*""  * 

-p '.     ?  ou,  abstraction  faitedu  signe, 

( 1  -f-  0  X  ^" 


\I  — 02/  I  —  0»' 


z  — —  0  z 

Or  la  fraction —  est  moindre  que  Tunit^  si  2  <'  i :  done 

I  — Bz  ^  ^    ' 

le  reste  tend  vers  zero,  et  la  s^rie  represente  1  ( i  H- x).  Cette 

serie  pent  done  ^tre  employee  pour  toutes  les  valeurs  de  x 

comprises  entre  -|- 1  et  —  i  • 

On  pent  obtenir  des  series  plus  convergentes  que  la  pre- 
cedenteet  plus  applicables  au  calcul  des  logarithmes. 

Si  dans  la  formule 

1  ( I  +  ar)  =  .r !-_.,..., 

c»ii  change  x  en  — x,  on  obtient 


.r'        x^ 


l(l  —  .v)  =  —  X a"'"'* 

2  O 
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et,  en  retranchaut  la  seconde  de  la  premiere, 

Posaiit 

=  I  H — 9      d  oil     X  •=z 1 

I  —X  y  a J  + I 

il  vieDt 

=  ^'  [2^  4-  ,  "^  3  (2  J  +  i)^  ■*"  5  (27  4-  I)'  "^  ■      J* 

Cette  s^rie  tr^s-convergente  donne  la  difference  des  loga- 
ritUmes  de  doux  nombres  eniiers  consecutifs,  et  fail  con- 
nailre,  par  consequent,  les  logarithmes  de  tons  les  nombres 
rentiers  depuis  I'unit^. 

Connaissant  les  logarithmes  dans  la  base  e,  on  les  ob- 
tiendrait  dans  toute  autre  base,  en  les  divisant  par  le  loga- 
rithme  de  la  nouvelle  base  pris  dans  la  base  e. 

Nous  ferons  connaitre  plus  tard  des  procedes  plus  com- 
modes pour  la  construction  des  Tables  de  logarithmes. 

3*^.  Soit  main  tenant 

F(X)=:(H-JC)'«, 

on  aura 

F'{.r)  = //i(n-.r)'"-', 

F"(.r)  =  /7t(/?i  —  i). .  .  (m  —  /I  -ri)  (i  +  Jr)*~"% 

el,  par  suite, 

m[m  —  i) 

(i-f- j?)'"=  \-V  mx  '\ ^ -^A'*  . . 

^  '  1.2 

m{m — i)...(/w  —  /I -4- i) 

1.2.../?  ^  ' 

Pour  que  la  seric  indefinie  represenle  (i  -f-.r)'",  il  estd'a- 


GALGUL  DES  d£r1v£ES  ET  DBS  DIFF^RENTIELLES,  ETCl    3o5 

bord  necessaire  qu'elle  soil  convergente.  Or  le  rapport  du 

,                           ^   /I             'w  — P  H- '  S 

terme  de  rang  p  au  precedent  est = x,  et  lend  vers 

— xk  mesure  que  p  augmente  \  done  la  serie  n'est  pas  con- 
vergente si  X  est  en  dehors  des  limites  H-  i  et  —  i .  II  suf&t 
done  de  reconnaitre  si  le  resie  tend  vers  zero  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  ces  limites. 
Ce  reste  peut  se  decomposer  dans  les  deux  facteurs 

mim  —  \),,Am  —  «4-i)  , 

— ^ '- ^^ ^j?"     et     (i -hOx)*"-". 

I  .  2.  .  .  72  ' 

Le  premier  tend  vers  zero,  parce  que  si  n  augmenlt;  d'une 

unite,  il  se  trouve  multiplie  par x  qui  s'approche  de 

plus  en  plus  de  —  ordont  la  valeur  absolue  est  moindre  que. 

Tunit^:  et  quant  au  second  facleurr —    ^    ;  ?   si  I'on  sup- 

pose  d'abord  x  positif,  il  tend  aussi  vers  zero,  a  moins  que 
B  ne  s'approche  indefiniment  de  zero,  mais  dans  tons  les 
cas  ce  facleur  reste  plus  petit  que  I'unit^,  el,  par  conse- 
quent, le  reste  de  la  s^rie  tend  vers  zero.  Done  elle  repre- 
sente  (i  -f-  x)"*  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
oet-+-i. 

Mais  si  x  est  negalif,  rien  ne  prouve  que  le  second  fac- 
leur ne  croitra  pas  indefiniment  avec  n,  et  eel  a  arrivera 
m^me  certainement,  a  moins  que  0  ne  tende  vers  zero 5  car 
Texpressiou  (i-f-6x)"  lendrait  vers  zero  si  la  fraction 
i-+'9x  ne  s'approchait  pas  indefinimentderunite.il  faut 
alors  avoir  recours  k  la  seconde  forme  du  reste,  qui  est 

— i ^ i { — 5^ ' —   I  -h  0  j:)'-- \ 

1 .2.  .  .  («  — i)  ' 

,      >.  m  (m  —  I )    .  .  (/w  —  /I  + 1 )  .r"  , 

Le  tacleur ^ —  tend  encore  vers 

1.2...  n  — I 

I.  20 
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z^ro;  Tautre  facteur  devient,  en  rempla9ant  a:  par — z, 


(i~ez) 


Vi-Ozj 


Or  on  a r-  <[  i ,  puisque  z  <^i  ;  done  (    ■  j       len- 

dra  vers  z^ro,  a  moins  que  9  ne  tende  vers  zero  \  et  dans  ce 
cas  m&me  cette  expression  est  toujours  moindre  que  l^unite. 
Done  le  reste  de  la  serie  lend  vers  zero,  et,  par  consequent,   . 
celle-ci  peut  6tre  employee  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  H- 1  et  —  i . 
4*^.  En  prenant  success ivement 

F(a:)  =  sinar,     F{*a:)  =  cosa:, 

on  est  conduit  aux  series  suiv antes  qui  sont  exactes,  quel 
que  soit  x  : 


1.2.3       1.2.3.4*5       1.2.3.4.5.6.7       '"' 

cos  X  — —   I  ~"~  ""~~~"    \  Ti     7  '^■~  M     7     ^    "^  ■+"  .  .   •  » 

1.2  1.2.0.4  I. 2. 0.4*0.0 

EUes  supposent  le  rayon  egal  i  Tunite,  c'est-a-dire  que  x 
designe  le  rapport  de  Tare  au  rayon  du  cercle;  et  sin  x, 
cos  X  designent  les  rapports  des  lignes  auxquelles  elles  cor- 
respondent, &  ce  m6me  rayon  :  dans  le  cas  ou  il  serait  de- 
sign^ par  R,  on  remplacerait  dans  les  seconds  membres  x 

par  -  9  R  etant  le  rayon ;  et  dans  les  premiers  sin  x  et  cos  j 

sm  X    cos  X 

par  -:^5  —5—  •  Quelque  grand  que  soit  x,  les  termes  finis- 
sent  par  aller  constamment  en  diminuant,  et  comme  ils 
sont  alternativement  positifs  et  negatifs,  I'erreur  commise 
en  arr^tant  la  serie  ^  un  terme  quelconque,  est  moindre  que 
le  suivant. 

5^.  Considerons  maintenant  des  fonctions  de  x  +  ^^  ^^ 
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soil  d^abord  F  (x)  =  :r'"-,  on  trouvera,  quel  que  soil  m, 

"» (/w  —  i)        .  ,  , 

(.r  -\- h)"*  =z  .7f"  -^  maf-^  h  H ^ '  jf-'  //\+  •  .  . 


1  .2 


.171  f //I  —  !).../»  — /2  -h  2  ^.    , 

-I i .r^-^-t-'  //•"-« 

I  .2.  .  .  (/2  —  l) 

^ \ J.  /in  (x  +  0/i  )"-». 

1 .2. ,  ,  n 
Le rapport  du  terme  de  rang p  au  precedent  est ? 

cttcnd  vers quand  p  augmente  indefiniment;  la  serie 

ne  sera  done  convergenle  que  si  Ton  a  h<^x^  abstraction 
faite  des  signes.  Quant  au  reste,  on  reconnaitra,  comme 
dans  le  cas  de  ( i  H-  j:)"*,  que  si  /*  est  compris  entre  H-  x 
el  —  x^  il  tend  vers  zero  ;  et  la  serie  represente  par  conse- 
quent (x  4- A)'". 
6^.  Soil  encore. 

F(.r)=log.r, 
(I'ou 

r(:c)=l^^,...,      F«(.r)=±:i.2...(«~i)!^^; 
on  trouvera 

La  convergence  de  la  serie  exige  encore  h<^x\  danscc  cas, 
on  reconnaitra,  comme  dans  le  cas  de  log  (i  -4-  Jf^),  que  le 
reste  lend  vers  zero,  a  mesure  quen  augmente,  etque,  par 
consequent,  log  (x-f-A)  peul  se  developper  par  la  formule 
de  Taylor,  lorsque  h  est  compris  entre  H-o:  et  —  x. 

On  deduirait  le  develbppement  de  log  (jc-h/i)  de  celui 
de  log  ( I  H-  x),  en  observant  que 

log (x -f- /*)  — log "^  =  log  ('-+--)  ^ 
et  do  m^me  on  aurait  dediiit  le  developpement  de  (.r-f-Zi)'" 

20. 
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de  celui  de  (i  -h  .^)'",  en  observant  que 

(x  -+-  A)"z=.r*  I  i-f  i 

On  developperait  aussi  a'"*"*,  en  remarquant  que 

^x+h  ^  a'  =  a*  (a*  —  i), 
et  il  resterait  a  developper  a^  par  la  formule  donnee  ci-dessus. 

22i.  Extension  de  fa  formule  de  Taylor  auxfonctions 
de  plusieurs  ^variables,  —  Proposons-nous  jnaintenant  de 
developper  F  (x  +  /?,  j^  -t-  A )  suivant  les  puissances  de  h 
et  A,  F  (a:,  j)  etant.une  fonction  donnee.  Pour  cela  nous 
consid^rerons  d'abord  la  fonction  ¥  [x -^  htjy-\-kt)^  et 
nous  la  developperons  suivant  les  puissances  de  t  par  la 
formule  de  Maclaurin  :  il  suffira  ensuite  defaire  «  =i  pour 
avoir  le  d^veloppement  cherche.  Or,  pour  avoir  les  coeffi- 
cients des  differentes  puissances  de  «,  il  faul  prendre  les 
derivees  successives  de  F  (  j:  -f-  Af,  jf  -\-kt)  par  rapport  a  /, 
puis  y  faire  ^  =  o.  On  irouvera  par  la  regie  des  fonctions 
composees  de  fonctions  lineaires,  en  entendant  que  dans 
toutes  les  derivees  partielles  de  F  (x^j)  on  remplace  x  et^ 
par  x-\-ht^j-{-ht^ 

dF  dF  ^       r/F  , 

dt  dx  dy 

d'F       ^F  ^,  ^F    ^,        rf'F  , 

dt^  dr^  dydx  dy^ 


d^F      d^F  \  ^F      ,^     .,  ^F  . 

-r- =-^— A" -h  « -; — r-r^"""^-H  •  •  •  +-1—^". 
dV        djc^  4r"-'  dy  df 

Si  Ton  fait  f  =  o  dans  toutes  cesd^riv^es  partielles,  elles  de- 
viennent  celles  de  la  fonction  m^me  F  (a:,  y)^  On  aura  done 


r+  . . . 


(dF         dF   \ 
F{x^ht,  y-^kt)-=F{x,y)^\^h-^—k\ 

r        /^F  ,  €^F  ,  \ 

1.2.../?  y/x"  dy*      /x^ehtyy-^Bkt, 
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pourvu  que  loules  les  derivees  partielles,  jusqu'a  Tordre  n 
inclusivement,  soieiil  continues  entre  a:  -h  A  eiy  -f-  k. 

On  aurait  une  formule  analogue  si  au  lieu  deF  (x,j)  on 
avail  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Pour  que  celte  serie,  poussee  indefiniment^  represente 
F  [x  -h  h,  y  -^  A^),ilfaut quel' ensemble destermes  qoiexpri- 
inent  le  reste  tende  vers  zero  5  et  Ton  pourra  s'en  assurer  en 
prenant  la  valeur  de  9  qui  rendrait  ce  reste  le  plus  grand 
possible,  etcherchautsi  cette  valeur  maximum  lend  vers  zero 
lorsque  n  croit  indefiniment.  Quand  il  arrivera  que  chaque 
terme  du  reste  tende  vers  zero,  quelque  valeur  qu'ait  Q  entre 
o  et  I ,  il  sera  prouve  que  le  reste  lui-m^me  diminue  indefi- 
niment; et  la  fonction  F[x+  h^y+h)  sera  developpable  en 
serie  suivant  les  puissances  enti^res  et  positives  de  h  elk. 

Si  dans  la  formule  precedente  on  fait  jr  =  o,  )^  =  o,  on 
a  le  developpement  de  F  (A,  k)  5  et  si  Ton  change  h  et  k  en 
xelj^  onobiient 

F(x,r)=Fio,o)+(^-j^.-f(^— j^  — +...)     j      ^T-.— 

/clF\         /^'F\ 


dy"^  /o  I  .  2 


f/«F      f 


\       dy   i.^,,,nj$i,i}}. 

Dans  toutes  les  derivees  partielles  de  F(x^j)  on  doit 
remplacer  j:  et^  par  o,  excepte  d^ns  les  termes  du  reste, 
ou  ils  doivenl  ^tre  remplaces  par  0 x,  Qy.  Si  ce  reste  tend 
vers  zero  quand  n  augmeute,  F  (x^y)  pent  se  developper 
en  serie  indefinie  suivant  les  puissances  de  x  ety.  On  a 
ainsi  la  formule  de  Maclaurin  etendue  aux  fonctions  dedeux 
variables  5  et  on  Telendra  semblablement  aux  fonctions 
d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Les  deux  formulcs  (i)  el  (2)  peuvent  elre  ecrites  commc 
il  suit,  «,  «!, .  .  . ,  «„  tendant  vers  zero  avec  h  elk  : 
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Des  maxima  et  minima  desfonctions  (Tuneseule  variable » 

^225.  On  dit  qu'une  fonction  F  [x)  prend  une  valeur 
maximum  pour  la  valeur  x^  de  x^  lorsque  x  croissant  ou 
decroissant  a  partir  de  j^o  dans  un  intervalle  determine, 
quelque  petit  qu'il  soit,  la  fonction  F  [x)  est  toujours 
moindre  que  F  (a^o)*  L^^  valeur  de  la  fonction  est  minimum 
lorsque,  dans  les  m^mes  circon stances,  F  (x)  est  toujours 
plus  grand  que  F  (xo). 

II  r^sulte  de  la  que,  pour  que  x^  doune  un  maximum  ou 
un  minimum  pour  F  [x),  il  est  necessaire  et  suffisanlque 
F  (a?o  +  A)  — F  (.^o)  soit  constamment  n^gatif  ou  constam- 
menl  posilif,  quel  que  soit  le  signe  de  A,  pourvu  que  sa 
valeur  soit  suffisamment  petite.  II  n'y  ade  regies  g^nerales, 
pour  s'en  assurer,  que  quand  F'(x)  est  continu  dans  le 
voisinage  de  x^^  et  c'est  le  seul  cas  que  nous  examinerons. 

On  aura  alors 

Lorsque  h  lend  vers  zero,  ¥'  (x^-^-Bh)  tend  vers  F^lx,); 
et  si  cettederniere  valeur  n'etai  I  pas  nulle,  le  second  membre 
changerait  de  signe  avec  A  :  ladiflerence  F  (a*©  -f-  h)  —  Ffxp) 
ne  serait  done  pas  de  signe  constant,  quel  que  fut  le  signe 
de  /i,  et  par  consequent  F  (jc)  ne  serait  ni  maximum  ni 
minimum,  pour  x  =  a?o-  U^ie  condition  commuiije  au  maxi- 
mum et  au  minimum  est  done  K  [x^)  =  o,  et  c'est  seule- 
meht  parmi  les  racines  reelles  de  Tequation  F'  (x)  t=  o  qu'il 
faut  chercher  les  valeurs  de  x  propres  a  rendre  F  [x)  maxi-  . 
mum  ou  minimum.  La  valeur  a^o  elant  ainsi  choisie,  on 
aura 

F  (jTo-f-A)  -  F(:r.)  =— F"(x„-h  O/O. 

La  limite  de  V"  [x^  -{-Oh)  est  V"  [x^i)  lorsque  li    lend  vers 
zero,  et  si  F"  (.r^)  nVst  pas  nul,  il  est  evident  que  pour  toutes 
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les  valeurs  de  h  positives  ou  negatives,  comprises  dans  des 
limites  suffisamment  petites,  le  second  membre  et,  par 
saite,  la  difference  ¥  [x^-^-h)  —  F(a'o)  conservent  tou- 
jourslem^me  signe.  LavaleurF  (a?o)  est  done  maximum  ou 
minimum.  Elle  est  maximum  lorsque  I'on  a  ¥"  (x^)  <C^o^ 
et  minimum,  si  ¥"  (x^)^o.  Mais  si  par  hasard  on  a 
F"  (ar©)  =  o,  on  ne  peut  plus  rien  conclure,  et  il  faut  mettre 
la  difference  sous  une  autre  forme.  On  pourra  ecrire  dans 
ce  cas 

^  ^  I .2.3 

el  comme  A'  change  de  signe  avec  /i,  on  voit  que  si  F"'  (xo) 
n'est  pas  nul,  la  difference  changerait  de  signe  avec  /15  il 
11' J  aurait  done  ni  maximum  ni  minimum. 
Mais  si  F"'  [x^)  =  o,  on  a 

1 .2, .  o . [^ 

el  il  est  clair  que  si  Ton  a  F'^  (xq)  <^o^  la  diff(^rence  est 
constamment  negative,  el  F  [x^)  sera  maximum^  tandis  que 
si  Ton  a  F'^(j?q)^o,  ellc  sera  constamment  posilive,  et 
F(j!rQ)  sera  minimum. 

Les  m^mes  raisonnements  etant  continues  jusqu^ a  ceque 
Ton  obtienne  une  derivee  qui  ne  devienne  pas  nuUe  pour 
x  =  Xo,  on  arrive  a  celte  conclusion  generale^  que,  pour 
que  Xo  rende  maximum  ou  minimum  une  fonction  dont 
les  derii^ees  sont  continues^  ilfnut  que  cette  valeur  de  x 
annule  un  nombre  impair  de  deri^ees  consecutiv^es^a  partir 
de  la  premiere;  et  lorsque  celte  condition  est  reniplie^  on  a 
un  maximum  si  Id  deris^ee  suiv^ante  est  reudue  negatii^e  par 
celte  valeur  de  x^  et  un  minimum  si  elle  est  posit ii^e. 

La  recherche  des  maxima  ei  minima  est  ainsi  ramenec 
a  ladeiermination  des  derivees  dune  fonction  d'une  seulc 
>ariable,  et  des  racines  reellrs  d'une  equation  a  une  in- 
lonnue. 
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Si  cette  fonctiou  n'est  pas  donn^e  d'une  manierc  expli- 
cite,  on  formera  ses  derivees  par  les  r^les  connues,  puis  on 
appliquera  la  theorie  qui  vient  d'etre  exposee,  et  qui  est  in- 
dependante  des  moyens  a  employer  pour  former  ces  deri- 
vees. Nous  allons  montrer  quelle  est,  dans  ce  cas,  la  mar- 
cheducalcul. 

226.  Cas  des  fonctions  implicttes.  —  Considerons  une 
fonclion  liee  km  —  i  variables  par  m  —  i  equations  don- 
n^es  :  soient,  pour  fixer  les  idees,  les  trois  equations 

F(x,>,  z,  «)=o,      F,  (x,Xf  2,  «)  =  o,     F,(a:,  ^,  z,  tf)  =  o, 

u  ^tant  la  fonction  de  x  dont  il  faut  trouver  le  maximum 
ou  le  minimum. 

En  les  diilerentiant,  on  trouve 

'  dF  dFdjr  d¥dz  dFdu_ 

dx  dy  dx  dz  dx  du  dx 

dY,  df.dx  dFidz  dF,du^__ 

^   '                   ^  dx  djr  dx  dz  dx  du  dx 

dFi  dFidy  dF^dz  dF^du  __ 

dx  dy  dx  dz  dx  du  dx 

aumoyendeces  equations,  oneliminera -^»  — i  et  la  va- 

leur  de  -j-  qu'on  en  tirera,  devra  ensuite  Stre  egalee  a  zero; 
dx 

OU,  plus  simplement,  on  remplacera  —  par  zero  dans  ces 

equations,  puis  on  eliminera  — >  -r-  entre  les  equations  re- 
sultan  tes,  qui  sont 


(') 


dF 
dx 

-i- 

dF 

dy 

dy 

dx 

dF  dz 
dz  dx 

0, 

dF, 

dx 

+ 

dF, 
dr 

dy 

d  F,  dz 
dz  dx 

Or 

^F,       dF^dr       dFadz 

'-^  H —  =  o. 


\ 


dx         ily  dx        dz  dx 


CALCUL  DES  D^RIViES  ET   DES  DIFFI&RENTIELLES,  ETC.     3i5 

Eliminant  —  et  — »  on  obtiendra  une  equation  qui,  jointe 
aux  irois   autres  F  =  o,   Fi  =  o,Ft  =  o,    determinera 

On  diffei^ntiera  de  nouveau  les  equations  (i)  et  Ton  ob- 
tiendra la  valeur  de  -p-  :  on  y  substituera  les  valeurs  trou- 

dx^         '' 

vees  de  :r,y,  z,  w,  et  Ton  reconnaitra  au  signe  de  cette  ex- 
pression, s'il  y  a  maximum  on  minimum.   Si  Ton  avail 

"1— j=  o,  on  chercherait  les  d^rivees  suivantes  de  u  par  rap- 
port a  or,  et  I'on  y  appliquerait  la  theorie  precedenle. 

227.  Pour  eli miner  -^5  —  des  equations  (2),  on  pent  se 

servir  de  la  methode  des  multiplicateurs ,  Pour  cela  on 
multipliera  les  deux  dernieres  par  des  facteurs  indetermines 
\  fx,  et  on  les  ajoutera  a  la  premiere;  puis  on  egalera  a  zero 

les  coefficients  de  ^1  —5  eX  le  terme  independant :  ce  qui 

ox    dX 

conduit  aux  trois  equations 


dY 

dx 

dx 

+ 

dF, 
'^  dx  ~ 

0, 

4¥ 

+ 

dV, 

0, 

dY 
dz 

^*  dz 

4- 

dF, 

0, 

(Toil  ToA  eliminera  X  el  fx;  ce  qui  conduira,  comme  on  le 
sail  par  les  theories  de  Falgebre,  a  la  m^me  equation  que  si 

Tcua  avai(  elimine  autrement—-*  -t-*  Ce  procede  de  calcul 

dx  dx         '^ 

a  souvent  des  avantages  sur  Fautre. 

238.  Considei'ons  maintenant  une  fonction  de  m  varia- 
bles, liees  par  /Ti  —  1  equations  :  ce  cas  renferme  le  prece- 
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dent,  qui  s'en  deduit  en  supposant  que  la  fonction  se  re- 
duise  a  Tuue  des  variables.  Soient,  par  exemple,  les  trois 
equations 

F(a:,  X,  z,  tt)  =  o,      F,  (a:,  /,  z,  a)  =  o,     F,{a:,  ^,z,  a)  =  o, 

et  soit  propose  de  trouver  le  maximum  de  la  fonction 
f[oc^y^  z\u),  Dans  ce  cas  aux  Equations  (i),  dans  lesquelles 

—  ne  serait  plus  z^ro,  on  joindrait  la  suivante  : 

dx       dy  dx       dz  dx       du  dx         ' 

1  /  .  ^1.     .  .    djr    dz    du    -, 

et  de  ces  quatre  equations  on  eliminerait  -^»  ZT^T'       tt 

resulterait  une  equation  entre  x^y^  z^  u^  qui,  jointe  aux 
equation^  donnees,  determinerait  ces  quatre  quantites.  On 
chercherait  ensuite  la  derivee  seconde  de/(a:,j^,  z,  u)  par 

n  r  .    ^r     '^a     fiP«  .  r 

rapport  a  x  5  elle  reniermerait  ~-^ »  —  j  -~i  qui  seront  ta- 

ciles  a  trouver  au  moyen  des  trois  equations  (i) ;  et  Ton  re- 

connaitrait,  au  signe  de  cette  seconde  deriv<^e,  si  la  fonction 

f  [x.y^  -z,  m)  est  minimum  ou  maximum. 

On  pent  remarquer  que  les  equations  entre  lesquelles  on 

,   ,i.     .  dy    dz     du  .  ,  .  .  ,, 

a  aeliminer  -^f-r^  -7-seraient  les  memes  si  Ion  avail  a 

dx    dx    dx 

chercher  le  maximum  de  Tune  des  fonctions  F,  Fi,  F,,  les 

deux  autres  etant  egales  a  z^ro,  ainsi  que/". 

Des  maxima  et  m.inima  des  fonctions  de  plusiews 

variables. 

229.  On  dit  qu'une  fonction  ¥  [x^  y)  des  deux  variables 
ind^pendantes  x^y^  acquiert  une  valeur  maximum,  pour 
certaines  valeurs,  Xo,  j^o?  de  x  et  y^  lorsqu^en  changeant 
ces  variables  en  x^  4-  A,  /o  -h'f,  h  et  h  etant  des  quantites 
arbitraires  comprises  entre  zero  el  des  limites  positives  ou 
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uegatiyes  aussi  peliles  que  Ton  voudra,  la  fonotion  est  con- 
slamment  moindre  que  pour  les  valeurs  x,,  y©.  Si,  au  con- 
iraire,  elle  euil  constamment  plus  grande,  on  dirait  qu'elle 
est  minimum  pour  ces  memes  valeurs. 
D'apris  cela,  la  difference 

doll  6tre  constamment  negative,  quels  que  soient  les  valeurs 
el  les  signes  des  quantites  infiniment  petiles  h  et  Ar,  si 
F  (jc,y)  est  maximum  •,  etelle  doit  etre  constamment  posi- 
tive dans  le  cas  du  minimum.  De  sorte  que  ce  sera  un  ca- 
ractere  commiin  au  maximum  et  au  minimum,  qu'elle  soit 
invariable  de  signe. 

Nous  ne  considererons  que  le  cas  ou  la  fonction  et  ses  de- 
rivees,  jusqu'a  Tordre  donton  aura  besoin,  sont  continues. 
Les  cas  de  discontinuite  ne  donnent  pas  lieu  a  des  regies 
generales,  et  se  discuteront  suivant  la  question. 

D'apres  une  formule  precedente,  nous  aurous,  en  desi- 
gnant  par  a,  a^  des  quantites  infiniment  pelites^ 

F(xH./i,j-h/-)---F(x,j)=^^H-a)/i+(^-|-«,)/-. 

Si  -r- et -r-  sont   differents  de  zero,    le  sierne  du  second 
ay        dx  " 

membre,  lorsqne  h  el  h  tendront  vers  zero,  finira  par  6tre 

constamment  le  m^me  que  celui  de 

—  h       —A 
(^  dy 

Or  cette  expression  change  de  signe  si  Ton  change  A  et  Ar 
de  signes,  sans  changer  leur  grandeur;  done  F(j:,j^)  ne 
serait  ni  maximum  ni  minimum,  et  par  consequent,  pour 
qu'elle  puisse  ^tre  Tun  ou  T autre,  il  est  indispensable  que 
Texpression  precedente  soitnulle;  comme  A  et  A  sont  inde- 


2 
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pendants  Tun  de  I'autre,  on  devra  avoir 

dx         ^      djr 
Si  ces  conditions  sont  remplies,  on  aura 

et  si  les  trois  derives  du  second  ordre  ne  sont  pas  toutes 
rendues  nulles  par  les  valeurs  x^  y^  le  signe  du  second 
membre,  et  par  suite  deraccroisscment,  finira  par  ^tre  le 
m^me  quecelui  du  trin6ine 

d'Y  h^        d'F  ,,        d'T  A' 

1 hk  -h   — —  -*-• 

djc'^     2        dxdy  djr^    2 

II  faut  que  cette  expression  soit  constamment  negative, 
quels  que  soient  h  et  A,  pour  que  F  [J^^y)  soit  maximum, 
et  constamment  positive  pour  qu  elle  soit  minipium.  Si  on 

la  divise  par  -  »  ce  qui  n'en  change  pas  le  signe,  on  oblient 

—  MV  ^F  /A    ^   d}¥ 

et  pour  que  ce  trin6me  ne  change  pas  de  signe,  quel  que  soit 

k 

■79  et  ne  soit  jamais  nul,  il  faut  que  Ton  ait 


(d^J^^^cPF  ^F 
dj^    dx^ 


— k 


.  ,  rf»F      ePV 

condilion  qui  entraine  que  ^-j  et  -—  soient  de  nieme  signe. 

OX  ^jT 

Si  elle  est  satisfaite  par  les  valeurs  de  x  etj^  lir^s  des 

deux  equations 

dF__         dY  _ 

dx  '     dj         ' 
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la  fonction  F  (x,  j)  sera  maximum  si  -r— j-  et  ^-psont  nega- 

tifs,  et  minimum  s'ils  sont  positifs. 

Si  les  trois  derivees  du  second  ordre  etaient  nulles,  il 
faudrait  que  toutes  celles  du  troisi^me  le  fussent,  et  que  le 

signe  d'un  polyn6me  du  quatri^me  degre  par  rapport  a  j 

fut  constant :  ce  qui  conduirait  a  des  conditions  plus  com- 
pliquees.  On  continuerait  semblablement  si  les  derivees  du 
quatrieme  ordre  etaient  encore  toutes  nuUes. 

2^10.  Ces  raisonnements  s'etendentfacilement  a  une  fonc- 
tion d^un  nombre  quelconque  de  variables  independantes ; 
seulement  les  conditions  se  compliquent  de  plus  en  plus. 
Dans  le  cas  de  trois  variables  par  exemple,  on  aura  les  trois 

^nations 

£F_         dF_         dF_ 

dx  ^      dy  ^       dz  ^ 

et  il  faudra  que  le  polyn6ne 

dx^  dj"^  dz^ 

^/*F    ,,  ^F    ,.  d'Y 

dxdy  dxdz  dydz 

soit  constamment  de  m^me  signe,  quels  que  soient  /i,  h^  L 
Pour  exprimer  cette  condition,  on  divisera  d^abordpar  A*; 

k  I 

et  si  I'on  pose-  =  p,  -  =  y,  on  aura  un  polyn6mede  la 

forme 

kq^-^^f^-h^Cpq-^lV^q  -4-2E/?  -hF. 

En  le  considerant  relativement  a  la  variable  (jf  seulement, 
il  faudra,  pour  qu'il  ne  change  pas  de  signe,  que  Ton  ait, 
quel  que  soit  p, 

( C»  —  AB);^' +  2 (CD  —  AE)/7  4- D^  —  AF <o. 
On  posera  sans  difficulte  la  condition  pour  que  ce  polyn6me 
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soil  de  meme  signe  queJ  que  soil  p,  et  Ton  y  ajoutera,  pour 

qu'il  soil  negatif, 

C  — AB<o. 

De  m^me  que  le  cas  de  deux  indeterminees  p^  q  se  ramene 
a  une  seule,  on  ram^nerait  celui  de  trois  a  deux,  et  ainsi 
de  suite. 

231 .  Cas  d'une  fonction  implicite,  —  Proposons-nous 
de  trouver  Ic  maximum  d'une  fonction f  [x^ y^  z)  en  sup- 
posant  les  variables  x^y^  z  liees  par  une  equation 

en  vertu  de  laquelle  z  est  une  fonction  implicite  des  deux 
variables  independantes  x,  y. 

La  theorie  prec^dente  exige  que  les  d^rivees  parlielles 
def{x^jr^  z)  par  rapport  a  x  etjr  soient  nuUes  separement; 
ce  qui  donne  ' 

df     d/dz  df      dfdz 

equations  dans  lesquelles  on  mettra  pour  -r-t  —  leurs  va- 
leurs  tirees  des  deux  suivantes  : 

d¥^       d¥eh_  dF       ^^_' 

dx         dz  dx         '       dy         dz  dy 

On  aura  ainsi  deux  equations  entre  x^  y,  -z,  qui,  jointes  a 
F  {oc^y^  r)  =  o,  delermineront  x,  y,  z.  On  formera  en- 
suite  les  derivees  partielles  du  second  ordre  Aef  [x^y^  z)  \ 
elles  dependronl  de  celles  de  z^  qui  seront  determinees  par 
les  regies  de  la  differentiation  des  fonctiens  implicitesa 
deux  variables. 

En  general,  quel  que  soil  le  nombre  des  variables  qui 
entrent  dans  la  fonction,  et  le  nombre  des  equations  qui 
les  lient,  il  suffira  de  reconuaitre  les  variables  indepen- 
dantes, et  d'egaler  a  zero  les  derivees  partielles  de  la  fonc- 
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lion  par  rapport  a  ces  variables.  Les  equations  qui  en  resul- 
teront,  jointes  aux  equations  donnees,  seront  toujours  en 
m&xne  nombre  que  les  variables,  et  les  deiermineront.  On 
formera  ensuite  f^cilement  les  derivees  partielles  succes- 
sives'de  la  fonction  par  rapport  axxx  variables  indepen- 
dantes,  et  on  les  soumettra  aux  ^preuves  etablies  dans  la 
theorie  precedenle. 

On  peut  dontier  une  autre  forme  au  calcul  du  maximilm 
ou  du  minimum  d'une  fonction  de  m  +  n  variables,  liees 
par  n  equation^,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  general. 

II  y  a  alors  m  Variables  independantes,  et  Ton  devra 
egaler  a  zero  les  derivees  partielles  de  la  fonction  par  rap- 
port a  chacune  d'elles ;  ce  qui  revient  a  dire  qu'on  egalera 
a  z^ro  la  differentielle  totale  de  cette  fonction,  quelles  que 
soient  les  valeurs  des  differentielles  independantes.  Et, 
pour  cela,  on  tirera  des  equations  donnees  les  valeurs  des 
difTerentielles  des  variables  dependantes  en  fonction  de 
celles  des  variables  independantes ;  on  les  substituera  dans 
la  differentlelle  totale  de  la  fonction  proposee,  puis  ou  ega- 
lera a  zero  les  coefficients  de  toutes  les  difTerentielles  qui  j 
seront  rest^es. 

Soity  la  fonction  des  m-\-n  variables  x,  y^  z,  w,  etc., 
qui  sont  liees  par  les  n  equations 

L=:o,     M  =  o,     N  =  o..., 
on  aura  les  n-^  i  equations  suivantes  : 

df  ,         df  ^         df  ^ 

dx  dy  dz  . 

d\.  ^         dL  ^  dL  ^ 

---  {be  H — ;—  dy  -\ r-  aa  H- .  . ,  =  o, 

€ix  dy  dz 

dU   ,  rfM  ,  dM      ' 

dx  dy  dz 

d-^         '    d^  ^         ^N  , 

dx  dy  dz 

••■•.••••••..••••••».       .p****. 

I.  *i\ 
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et  Ton  doit  tirer  des  n  derni^res  les  vaieurs  des  difii^ren- 
tielles  des  n  variables  d^pendanl^,  le6  reporter  dads  la 
premiere,  et  egaler  a  z^ro  les  coefficienta  dea  m  diff^ren- 
tielles  arbitraires  qui  y  resteront.  Eh  d'aotiies  termes,  il 
faut  ^liminer  n  difll^ren tielles  de  ces  ri+t  Equations, 
egaler  a  z^ro  les  coefficients  de  celles  qui  subsisteront  dans 
requation  finale. 

Pour  faire  cette  eliminatioti,  on  mtlliipliera  les  n  der- 
ni^^es  ^nations  par  des  facteurs  ind^terniiti^s,  A,  fji,  v,  etc.^ 
on  les  ajoutera  i  la  premiere,  et  Ton  egalera  a  tito  les 
coefQcientis  des  n  diff^rentieUtes  des  variables  d^petadantes, 
ce  qui  d^temiinera  X,  |!x,  v,  etc.,  puis  oU  egalera  a  zero  les 
coefficients  des  m  autres  variables ;  ce  qui  revient  evidem- 
ment  a  atinuler  les  coeffic^ients  des  m-^n  difTi^rentielles, 
apres  Tadditiou  des  ^uations,  ^t  a  ^Utniner  X*,  /x,  v,  etc., 
de  see  m-f-w  equations^  ce  <jui  conduii^a  a  >h^u^i$bt)s 
entre  Jt,  y,  -z,  etc.^  qtt5,  joihte*  aux  n  ^quation^  dohh^ds, 
d^^termineht  les  valeurs  de  ceis  variables  qui  peiivent  don- 
ner  led  maxima  et  tes  minima  de  la  fonction  proposee. 
On  les  distinguera  ensuiie  au  moyen  des  secbndes  derivees 
partielles  de  la  fonction,  comme  nous  I'avons  fait  cohnaitre 
ci  -dessus. 

On  pent  remarquer  que  le  calcul  serai  t  le  m^me  si  Ton 
s'etait  propose  de  irouver  le  maximum  ou  le  minimum 
absolu  de  /-+■  XL  -i-jxIVI  +  . . . ,  en  ayant  egard  ensuite 
aux  Equations  L  =  o,  M  =  o. 

23'2.  Remabque.  —  Quelquefois  les  variables  qui  en- 
trent  dans  Texpression  dont  on  cbercbe  le  maximum  ou  le 
minimum,  au  lieu  d'etre  liees  par  les  equations,  sont  assu- 
jetties  a  des  inegalit^s.  On  ne  pent  en  tenir  compte  de  la 
m^me  mani^re  que  des  equations ,  et  Ton  agit  suivant  le 
cas. 

Quelquefois  un  changement  de    variables  dispense  de 
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lenir  compie  des  inegalites^  nous  en  citerons  un  exemple. 
Supposons  qu'on  demande  le  maximum  ou  le  minimum 
dela  distance  d'un  point  donn^  B  {fig»  84)9  aux  different^ 
points  d'un  cercle  dent  le  centre  est  A  et  le  rayon  R ,  et 
que  Ton  exprime  la'distance  6M  au  moyen  de  Fabscisse  MP 
du  point  M  du  cercle  \  on  aura,  en  faisant  AB  =  a , 

Si  Ton  ne  remarquait  pas  que  x  est  assujetti  a  la  condi- 
tion d'&tre  compris  entre  —  R  et  -f-  R ,  el  qu  on  appliquat 
le  rigle  ordiiiaire,  on  ^criraii  2d[=:  o;  ce  qui  ferail  pen- 
ser  que  le  probl^me  est  impossible.  Une  discussion  bien 
simple  montre  qu'en  faisant  passer  x  de — .R  i4-R,  le 
maximum  a  lieu  pour  x  =  —  R  et  le  minumum  pour 
x=  +R,  Mdis  dans  d^autres  cas  ce  pourrait  ^tre  tris- 
difficile. 

Si  Ton  posait  a:  =  R  cos  y,  y  serait  Tangle  MAB,  et  il 
n'y  aurait  plus  aucune  condition  d'indgalite  a  exprimer.  On 
aurait  alors 

et  la  r^gle  ordinaire  donnerait  sin  f  =s  o,  d'011  Ton  tire- 
rait  f  =r  o,  f  =r  ir,  qui  donnent  le  minimum  et  le  maximum 
de  BM. 


•  • 


II . 
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CHAPITRE  VI. 

applications  geom^triques  du  calcul 

diff6rentiel. 


Tangentes  et  normales  aux  courbes  planes.  Expression 
generate  de  la  longueur  de  la  tangente^  de  la  sous-tan- 
gentCj  de  la  normale  it  de  la  sous-normale. 

233.  Plusieurs  des  questions  que  nous  allons  considerer 
n'auront  pour  objet  que  rapplication  des  notations  du  cal- 
cul  diff(Srenliel  a  des  questions  ^tudiees  dans  le  premier 
livre,  ou  Textension  et  la  generalisation  de  ces  m^mes 
questions.  Nous  cotnmencerons  par  les  tangentes  et  les 
normales. 

Nous  avons  appele,  en  general,  tan  gen  te  a  une  courbe 
la  limite  vers  laquelle  tend  la  direction  d^une  secante  qui 
passe  par  un  point  constant  de  cette  courbe,  et  dont  un 
second  point  d'intersection  se .  rapproche  ind^finiment  da 
premier. 

Soient  F  (x^  y )  =  o  I'^quation  d'une  courbe  quelconqae, 
et  a/,  y  les  coordonnees  du  point  de  cette  courbe,  auquel 
ou  veut  mener  une  tangente^  T  equation  de  la  secant  Anen^ 
par  ce  point  et  par  celui  dont  les  coordonnees  sontx^+Ao/, 
y+Ay^  et  qui  appartient  aussi  a  la  courbe,  sera,  dans  un 
syst^me  quelconque  d'axes, 

A  mesure  que  le  second  point  d^ intersection  se  rapproche 
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du  premier,  — ;-  tend  vers  la  deriv^ede^  par  rapport  k  x^ 

correspondante  a  la  valeur  particuli^re  a/\  il  existedoDC 
une  direction  limite  pour  la  secante,  comma  nous  TavoDS 
deja  ^tabli;  et,  d'apr^s  les  notations  convenues,  T^quation 
de  cette  droite  que  nous  appelons  tangente  est 

dr' 

Le  coefficient  -^  sera  d^termin^  en  fonction  de  a/^  y^ 
d'sipres  les  regies  dacalcul  differentiel^  au  moyen  de  T^rpia- 

tion  F  (x^y)  =  o,  qui  donne  ^  =  —  —  • 

L'equation  de  la  tangente  devient  ainsi 

On  appelle  normale  la  perpendiculaire  k  la  taugenti?, 
*inen^  par  le  point  de  contact.  Si  les  axes  sont  rocUtigU' 
laires,  son  equation  sera 

dP 

on  encore 

Si  les  axes  deseaoordaunfe^  fent  enlre  enx  nn  an^is;  qo^l' 
conqoe  0,  reqnatiao  de  la  nornale  aura  U  fonae  MiifMt$Uf ; 

Si  les  coordr/Dne»  J^.  r^  nt-UtU^t  p**  d<r/frr>^  H  /|o^  U 
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tangente,  ou  la  normale,  fut  assujettie  k  passer  par  un  point 
donne,  ou  bien  a  6tre  paralUle  a  une  droite  donnee,  on 
obtiendrait  imm^iateinent,  d'aprds  les  equations  preoe- 
dentes,  une  ^nation  entre  ocf^y^  qai^  joihte  a  celledela 
courbe,  d^terminerait  ces  deux  inconnues.  Si,  au  lieu  de 
chercher  les  solutions  relies  deces  deux  Equations,  on  cons- 
truisait  les  lieux  g^om^triques  qu'elles  repr^sentent,  en 
y  regardant  ot/^y  comme  varia]>Ies,  les  points  d' intersection 
de  ces  lieux,  dont  Tun  est  la  courbe  propose,  seraient  les 
points  de  contact  cberches. 

234.  On  appelle  sous-^tangente  et  sous^normale  les  par- 
ties de  Faxe  des  x  comprises  respectivement  entre  le  pied 
de  Tordonnee  du  point  de  contact  et  les  points  ou  cet  axe 
est  rencontre  par  la  tangente  et  la  normale.  Elles  onl  pour 
expression  la  valeur  x — -a/  relative  a  y  =  o  dans  les 
equations  respectives  dela  tangente  et  de  la  normale.  Elles 
seront  dingoes  vers  les  x  positifs  ou  n^gatifs,  a  partir  dupied 
de  Tordonn^e,  suivant  que  x  —  jr/  sera  positif  ou  negatif. 

Nous  appellerons  longueur  de  la  tangente  et  de  la  nor- 
male les  parties  de  ces  lignes  comprises  entre  le  point  de 
contact  et  les  points  ou  elles  coupent  respectivement  Taxe 
des  X, 

n  est  facile  d'obtenir  I'expression  de  ces  diflferentes  li- 
gnes. Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicite,  les  axes 
rectangul aires,  et  nous  repr^senterons  par  T  la  tangente, 
par  N  la  normale,  par  S^  la  sous -tangente,  et  par  S„  lasous- 
normale.  Cela  pos^,  on  trouvera  facilement  les  formule^ 
suiv antes  : 

•  /   _      y'd^  ,0/ 

d.rf 


^y'sl'^W^'      i'=yy/-+ 


dy 


'% 


dx" 
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Ellipse  et  hyperbole,  -r-  Si  Fon  applique  toutes  ces  for- 
mules  a  I'ellipse  et  a  Fbyperbole,  renfermees  dans  Tequa- 
lion 

on  troavera  les  resultats  saivants  : 


a 


t  ^/ 


r'(r— r')±^' *'('—«') =o 


ou  }<!  equation  de  la  tangente, 

^yy±h^xa/=±a'b^ 

h^x   [y  — j')  Ip  fl'  ^'  (j:  —  •*')  =  o,  equation  de  la  nomiale  ; 

Parabole,  —  Si  Ton  consid&re  la  parabole  ayant  pour 
Equation  jr*  =  2/?x,  on  trouvera 

U  -y)y-p{x^x^)=o\ 

on  V,  equation  de  la  tangente ; 

y 

y  —  ysn  .^  — (^-- j/),  eqnation  de  la  normale. 

T  =5  v^ayCay^-/!),     N  =  \/p  (nx" -{- p), 

Logg^Jitfyfiique^  —  Con^jld^rons  mainieoant  1^  log^rith- 
miquie  ajant  pour  equation  y  =  a  1  — ;  a  et  m  sont  des  li- 
gnes  doonees^  et  les  logarithmes  sont  relatifs  a  la  base  de 

ft 

N^er,  ce  quj  i^^  diminue  en  rien  la  ^eneralit^  de  Tequa- 
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Uon.  On  aura^  clans  ce  cas, 

dx       X 

y  —  y=;~(a:  —  a:'),     equation  de  la  taogente  j 

X 

X* 

y  —  y  ^=- f (a?  —•  J?'),     equation  de  la  normale ; 

x' 

O/  —  —  o:   I  — 9       b„  = ;-  =  -J-  . 

/p  x'  x 

Si  Ton  prend  la  sous-tangente  et  la  sous-normale  sur 
Taxe  des  j^  au  lieu  de  I'axe  des  a:,  elles  auront  pour  expres-^ 
sion  la  valeur  Aej  — j  relative  a  a:  ^=  o. 

On  trouvera  ainsi 

S/  =  —  «,     S„  =  —  • 

a 

Cycloi'de*  —  Consid^rons  encore  la  cycloide^  qui  jouit 
de  plusieurs  proprietes  tpfes-rem^rquables. 

EUe  est  engendree,  comme  nous  I'avons  vu,  par  un  poinl 
de  la  circonf^rence  d'un  cercle  qui  roule^  sans  glisser,  sur 
une  droite  indefinie  a  laquelle  il  est  tangent.  EUe  se  com- 
pose d'une  infinite  de  branches  superposabies,  ayant  cha- 
cune  pour  base  une  partie  de  la  droite,  egale  a  la  circonfe- 
rence  du  cercle  mobile. 

Prenons  la  droite  donnee  pour  axe  des  x,  etrorigine  en 
un  quelconque  des  points  ou  elle  est  rencontree  par  la 
courbe.  SoientB  (^g.  85)  le  poiint  de  contact  du  cercle  ge- 
perateur  avec  I'axe  des  x^  et  Tare  1N|B  egal  a  AB ;  le  point 
JVI  appariiendra  a  la  cycloide.  D^signon^  par  w  I'angleMOB 
qui  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  depuisojusqu'a  ±00 ; 
^l  est  facile  d'etafclirles  equations  suivantes,  danslesquelle^ 
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a  d^signe  le  rayon  du  cercle  : 

ar=rii(«  —  sinw],    jr  =  a(i — cosw). 

Ces  equations  ont  lieu  dans  toute  Tetendue  de  la  courbe. 
L'equation  enlre  xetjr  sera 

X  =  a  ate  cos v^a  ay  —  j' ; 

a 

mais  il  faudra  avoir  soin  de  changer  altemativement  le  si- 
gne  du  radical  dans  les  deux  moiti^s  de  cbacune  des  bran- 
ches success! ves.  DiflTerentiant  ces  equations,  on  aura 

<r__    /za  —  r 
dx     y      X    ^ 

y  —  jr'=i/ f^  [  X  —  «*),  eqaation  de  la  tangente ; 

y  —  f  ■=.  —  1/ — i-r-j  (x  —  «'),  equation  de  la  normale  ; 

Sr  =  r'  y  ;^3y'         S„  =  V'*"/  -/'  =  BP, 

T  =  >'  J-^^—,,       N  =  v/T^=  MB. 

La  valeur  de  S„  ou  de  N  prouve  que  la  ligne  MB  est  la 
normale,  et,  par  suite,  que  la  tangente  est  MC. 

Formules  analogues  en  coordonnees  polaires. 

235.  Soit  r^quation  F  (6,-  r)  ==  o  entre  les  coordonnees 
polaires  6  et  r  d'une  courbe  a  laquelle  on  veut  mener  la 
langent^  au  point  M  {/tg.  86),  Nous  avons  dfija  vu  com- 
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ment  on  determine  I'angle  [x  que  fail  <;ett^  UngWt?  av«c  le 
rayon  vecteur  OM;  le  triangle  KMN  donne 

B.M  _^     sinN 
KN  ^  sin  KMN' 

d'ou,  en  passant  auxliinites,  . 

rdB  r 

—  =  tang^=— -. 


U) 


La  sous-^tangenti?  et  la  3ous-normale  ^e  rapporteqt  k  la  pfir- 
pendiculaire  au  rayon  vecteur,  men^e  par  le  pAle.  On  trou- 
vera  immediatement  les  formnles  suivantes  : 

r/0 


Exemples,  —  i°.  Soit  d'abord  la  spirale  d'ArchimMe; 

r=a9,     tangfA=:9,     Sa:=:a« 

On  voitque  la  sous-normaleestconstante  et  quela  coarbe, 
tangente  a  I'axe,  au  p61e,  tend  de  plus  en  plus  a  Stre  per* 
perdiculaire  au  rayon  vecteur. 

Soitmaintenant  Tequation  /*==  -  de  la  spirale  hypeitx)- 

lique 

Aifisi,  dans  ceite  courbe,  c'e^t  la  ^\i»^vm%e»\»  qui  est 
consiante. 

a^.  Con9ideroii«  encore  U  spirale  logaritluniqii/e  dopt 


CALCUL  DBS  d£a1Y£bS  CT  UBS  DlFTtKUTISLXBS,  BTC.    33 1 

r^uation  est 

r=iae     >      --  z=  mac      * 
JO 

^        «         *■        « 


Iff 

La  Taleur  de  tang  fi  montre  que  le  rayon  vecteur  est  ton- 
jours  egalement  indine  snr  la  tangente. 

Les  valeurs  de  S^  etS^  prouTent  qne  les  eztraniles  de  la 
normale  et  de  la  tangente  deciiYent  des  spirales  identiqnes 
avec  la  premiere ,  et  semblablement  sitnees  par  rapport  a 
des  axes  difTi^rents  passant  par  le  meme  p6le. 

Les  m^fnes  formides  s'appliqnent  trte*simplemcnt  aox 
•ections  coniques. 
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CHAPITRE  VII. 

THtoRIE  DES   ASYMPTOTES. 


236.  On  appelle  asymptote  SH.une  branche  de  courbe 
infinie  une  droite  telle,  que  les  points  de  oette  oourbe  s^en 
approchent  ind^finiment  sans  jamais  la  rencontrer^  a  me- 
sure  qu'ils  s'eloignent  indefiniment  sur  la  branche  que  Ton 
considere. 

Tonte  asymptote  non  parallele  k  I'axe  de&  jr  aura  une 
equation  de  la  forme ' 

k  el  I  ayant  des  valeurs  finies. 

La  branche  de  courbe  aura  pour  equation 

V  etant  une  fonction  reelle  de  r  connue  ou  inconnue,  mais 
qui  tend  vers  z^ro  k  mesure  que  x  augmente.  On  en  deduit 

k  s=  lim. -»  /  =  Hm.  (j  — kx),  Rfoiproquement,  des  va- 
leurs de  k  ell  ainsi  determinees  pour  une  branche r^Ue 
de  courbe,  correspondront  n^cessairement  a  une  asymp- 
tote de  cette  branche,  puisque  y  —  kx  —  /  a  pour  Hmite 
zero,  pour  les  points  de  cette  branche  dont  Vx  croit  indefi- 
niment. 

Les  asymptotes  paralliles  k  I'axe  des  x  correspondront 
aux  valeurs  de  k  egales  a  zero.  Pour  trouver  les  asymptotes 
paralliles  a  I'axe  des  y^  on  supposerait  I'equation  de  la 
branche  infinie,  resolue  par  rapport  k  x\  el  ce  cas  se  irai- 
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tera  d^une  maniire  tout  a  fait  semblable  au  precedent  ^  ou 
Ton  cliercliait  les  asymptotes  paralliles  a  Paxe  des  x. 

237.  Appliquons  ces  considerations  a  line  courbe  dont 
Tequation  pout  se  partager  en  plusieurs  parties  liomogene^ 
par  rapport  a  x,y,  et  pent  ^tre  mise,  par  consequent,  sous 
la  forme  suivante,  ou  nous  supposerons  les  exposants  de  x 
decroissants :  • 

Soit-=^^  d'ouj'=:^x;  il  faudra  d'abord  ti*ouverla 

limite  de  p  pour  j:  =  oo  . 
La  substitution  donne 

^  F(/?) -4- ^/(/?) -+-...  =o, 
d'ou 

et  a  mesure  que  x  augmente,  F  (/?)  s^approche  de  zero  : 
done  les  valeurs  limites  de  p^  c'est-a-dire  les  valeurs  de  ft, 
sont  des  racines  reelles  de  I'^quation 

F(^)  =  o. 

n  reste  a  trouver  la  valeur  de  /  correspondante  a  une  va- 
leur  de  h\  pour  cela  on  poseray  —  kx  =  t^  et  Ton  cher- 
chera  la  limite  de  t, 

L'equation  de  la  courbe  devient,  par  cette  substitution. 


x"FU'  -h-j  -+-X"/  U'+^)  -H...  =0; 


x, 


mais  puisque  F  (A)  =  o,  on  a 


334  LIVAC    tl. 

0  ctant  compris  entre  o  et  +  i ;  on  a  don« 


ou 


.,r(,H_0i)^^/(xM-^)+...=o, 


,r(k^9^\-\'-^:^,f(k^L]^..,z^o. 


m-i        1  ^ 


Si  /?i==n  +  i,x  =  oo  donnera  pour  limite  de  t,  c*est-a- 
dire  pour  valeur  de  /, 

Si  /n  >  /I  M*  I ,  on  a 

/  =  o. 

Si  m  <[n  -I-  I ,  f  n'a  pas  de  limite,  et  il  n'y  a  pas  d'asymp- 
lote  pour  cette  valeur  de  k.  Ainsi,  en  general,  requation 

de  r asymptote  seraj^  =  A^x —  wTTtA*  /(*)  ^®  rapportant  aux 

termes  de  degre  m-^i^  et  devenant  nuUe  si  «  <[  m  —  i  :  il 
n'y  a  pas  d'asymptote  si  n  ]>►  m^**-  i . 

Si  fK^m-^  i^  requatioisi  de  Tasymptote  est  de  la  forme 
y — hx=o. 

Si,  dans  le  cas  de  n  =  m  —  i ,  la  valeur  de  k  tiree  de 
F  (At)  =  o  satisfaisait  aux  equations  F'  (A)  =  o,y{A)  =o, 
I'^quation  de  Fasymptote  deviendrait  ind^ierminee^  et  Ton 
ne  pourrait  en  tirer  Tequation  dierdiee,  parce  que  le  t^rme 
en  a:"*^'  devient  du  m6me  ordre  que  les  deux  preoiiers,  e4  ne 
pent  pluft  itre  neglige. 

Dans  ce  cas,  I'equation  qui  determine  la  limite  de  t  sc 
mettrait  sous  cette  forme  : 

,f!::if!  F"  (k  4-  0  -  V-^  ^"'  ^/'  l^' + ^-  ^] 

1.2  \  Xj  \  XJ 


4- X»»^'<p  (  /- -I- ij  4-.  .  .=:(l, 


.r'"- 
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*?  (     )  ^^^^^ '®  iroisieme  lerme  de  T^uation  proposee« 

DIvisant  par  x"'*  et  passatit  a  la  limited  /sera  d^ermi- 
n^  par  T^quation 

On  agirait  semblablement  sices  trois  noUYelles  fbnction^ 
devenaient  uuUes,  pour  cette  yaleur  particuliere  de  k. 

Si  /*<^m  —  I,  ei  F'  [k)  =  o,  on  n'a  plus  necessairement 
/  =  o. 

238.  Si  la  courbe  est  rapportee  a  des  coordonnees  po- 
laires,  oti  cohnailrd  touted  les  directions  qui  peuVent  don- 
ner  des  asymptotes,  en  cherchant  toutes  les  valeui^s  refelles 
de  6  qui  donnent  k  r  une  valeur  infinie. 

Soil  ac  une  de  ces  valeurs  de  d,  on  cberchera  la  limiie  du 
produit  r  sin  [0 — a)  suppose  constamment  reel|  qui  est 
Texpression  de  la  perpendiculaire  abaissee  d*un  point  quel- 
conque  de  la  courbe  sur  la  droite  men^e  par  le  p6le  sous 
Tangle  a  avec  I'axe.  Cette  limite  sera  la  distance  de  cette 
droite  a  Tasymptote,  et  le  signe  dont  elle  sera  affeciee 
fera  connaitre  de  quel  xsbt6  die  «e  trouve.  Si  le  produit 
rsin  (0 — a)  croit  indefiniment ,  il  n'y  a  pas  d'asymptote 
dans  cette  direction. 

On  trouvera  le  m^me  Ir^sultat  en  chercbant  la  liniite 
de  r  (6  — a)  ou  celle  de  rs^in  (6  — a),  puisque  la  limite  de 

sin  (9  —  a)         ,,      .   , 
— ~ est  TuAite. 

Soit  pour  exempli  V^iju^tioii  g^n^rale 

F  (0)  f^  -H/(0)  '*•:'  -♦- A,/*-»  4-  . . .  H-  A«  =  o,. 

Aty  As,...,  Am  etatit  des  fonctions  quelconques  de  6. 
Uequatibn  P  (^)  =  o  fera  connaitfe  toutes  les  directions 
possibles  des  asymptotes.  Soit  a  une  des  racines  reelles  de 
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cette  equation  et  6  =  a-h5;  puisque  F  (a)  =  o,  on  aura 
F  (a  +  ^)  =  ^F'  [u  -f-  9$)y  et  Tequation  de  la  courbe  de- 
vient  alors,  en  divisant  par  r**"* , 

r^,F'  (a  4-  0^)  -l-/(a  -h  5)  +  .  - .  =  o. 

Lorsque  r  devient  infini,  il  ne  reste  plus  que  les  deui 
premiers  termes,  et  I'on  trouve 

lira.  r(B'-'a)  =  lira,  r^  ==  —  ^^  • 

Si  Ton   avaity*(a)  =  o,  F' (a)  =0,  on  agirait  comme 
dans  le  cas  precedent. 

Exemples.  —  i°.  Soit  propose  de  trouver  les  asymptotes 
de  la  courbe  ayant  pour  equation 

on  a,  dans  ce  cas^ 

f{k)=dk'^e. 

j              b±sj  b^  —  ^ac  .        ,      ,,  -,. 

#c  = ^ ^ —  5  ce  qui  exclut  1  ellipse. 

L'equation  de  ces  asylnptotes  devient 

dk  4-e 


yt^kx  — 


2,ak 


Le  dernier  terme  devient  infini  dans  le  cas  de  la  para- 
bole,  et  par  consequent  I'hyperbole  est  la  seule  courbe  du 
second  degre  qui  ait  des  asymptotes. 

2°.  Soit  mainten ant  j)^  =  ae'"*,  equation  de  la  logarith- 
mique,  qui  ne  rentre  pas  dans  la  classe  generate  conside- 
ree  ci-dessus,  parce  que  ^'  n'est  pas  d'un  degre  fini  par 
rapport  a  x. 
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On  cliercliera  louiours  la  liraite  tie  -  et  ensuite  celle  de 

On  Irouve  immedialenieiU  A  =  o^  -cnsuilo  la  liniite  de  j^ 
est  zero,  et  correspond  aux  x  negalifs.  L'asymptote  est  done 
Taxe  des  x,  et  dans  la  direction  seule  des  x  negatifs. 

3^.  Dans  le  cas  de  la  courbe,  appelee  folium  de  Des^ 
cartes^  et  dont  I'equalion  est 

m\  Irouvera  une  asymptote  ayant  pour  equation 

^  jqr:    —  X  —  a, 

4".  L'equalion  y'  =  ros  -  conduit  i  A  =  o,  /  =  ±:  i .  La 

X 

<!Ourbe  a  done  pour  asymptotes  les  deux  droiles 

sin  X 
\^'\    L' equation  y  =  a representc  une  courbe  qui  a 

Taxe  des  x  pour  asymptote,  et  qui  a  eel  a  de  remarquable, 
(|u'elle  passe  alternalivenient  dun  c6te  et  de  Tautre  de  son 
asymptote  jiisqu'a  Tinfini. 

ii^,   L'equalion  J  ^=  a  sin  -  donnera  encore  y  =i  o  pour 

Tequation  d'une  asymptote. 

EUe  offre  en  outre  une  particularite  remarquable  :  cjle 
s'approche  indefiniment  de  I'axe  des  j  dans  la  partie  com- 
prise entre  y  =  —  a^j  =  -\-  a.  Cest  done  la  un  veritable 
asymptotisme,  puisque  la  longueur  de  la  courbe  augmente 
sans  liraite,  en  se  rapprocbant  indefiniment  d'une  droite 
fixe. 

Cette  courbe  ne  differe  pas  de  telle  qu'on  obtiendrail  en 
enveloppant  sur  un  cylindre  une  hyperbole  equilatere  dont 
\me  asymptote  serait  parallele  au  plan  de  la  base,  et  proje- 

I  .  '>.'! 
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lanl  la  courbe  resiillaiite  sur  lui   certain  plan  passant  par 
Taxe  du  cylindre. 

7°.  Soil  mainleuant  Inequation  polaire  d'uue  hyperbole, 
par  rapport  a  tin  de  ses  foyers, 


(a  —  c  cos  0)  r=z  //%     c  =.  y^fl'  -f-  b^'f 
on  trouvera 

cosa=-9     Hni.r^=A. 
c 

Les  deux  asymptotes  se  trouveronl  ainsi  deierminees. 
Soit  encore  la  spirale  hyperbolique 

(  0  —  »)  /•=  a\ 
on  trouvera 

a  =  w,     lim.  r§  =  a. 

Des  asymptotes  considerees  comme  limites  des  tan  gen  les. 
239.   En  partant  de  Fequation  ci-dessus 

qui  renfernie  non-seulemeul  toulcs  les  courbes  algebriques, 
mais  encore  toutes  celles  dont  les  termes  onldesdegres  de- 
termines par  rapport  a  x  <'t  j  ,  on  arrive  a  une  propriete 
remarquable  des  asymptotes,  qui  consiste  en  ce  qu'ellespeu- 
venl  ^ire  considerees  comme  limites  des  taugentes  a  la 
branche  de  courbe  a  laquelle  elles  se  rapporlenl. 

Nous  pouvons  supposer  a  I'axe  des  y  une  direction  arbi- 

traire,  etalors  -  tendra  vers  une  limite  finie  ft  qui  seraracine 

de  r equation 

F(/-)  =  o. 

Cela  pose,  soit  ^  (x^j)  le  premier  membre  de  I'equa- 
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liou  (i),  on  aura 


^J"  ^       f'i-^) 


fix  ,p'(j) 

,'(.)=-5[^F'g)-.^r(S)-^...] 


<l'ou  Ton  tire 


mx"" 


„)         '(J-^J-  w  « 


-(f) 


-f-wx"-//-?^)-^.. 


r/x        X 


^-.F'(5)-....-./g)-,... 


Or,  SI  Ton  failcroilre  j:^^  indefiniinenl,  F  (-)  tendra  vers 
zero,  el  Tequation  (a)  donnera 

3)  Iim.Z=lim.^. 

X  cix 

Ainsi  d'abord,  lorsqu'une  branche  de  courbe  a  une  asym- 
plole,  sa  direction  est  la  limile  de  celles  des  langenles  a 
certe  menie  branche. ' 

Cherchons  maintenant  la  limite  du  point  ou  la  langentc 


dy 
i/equatiou  (a)  donne 


rencontre  I'axe  des  j^  el  dont  rordoniiee  est  r  —  x  —* 

da: 


J       ^'71 — r~Y / — \ ' 

\.r/"*"x'"-''*^    \x^ 


(^)     ^    -a. 


4-... 


Supposous   d'abord    n:;:;^m  —  i    ou    //<^/a*  — i,    au(|uel 

22. 
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cas  la  biaiiclic  de  courbe  aura  uiic  asymptote ;   on  aura 
alors 


mx 


Or  celte  expression  peul  ^Ire  simplifiee  au  moyen  de  Tequa- 
lion  (i).  En  effet,  en  divisant  celte  derniere  par  j:'"~*  el 
supposant  d'abord  n  =m  —  i ,  on  obtient,  enfaisant  croilrc 
X  indefiniment, 


"™^'©-^-^©]=" 


• 

L'equalion  (5)  donne  ainsi 


-/(•?)  +  ■•• 


hm.  I  y  —  jr  _ )  =  lim. — ^  ^ 

el,  par  suite, 

Y       cixj        r{Ay 

done  la  tangenle  coupe  Taxe  des  y  en  un  point  dout  la 
limite  coincide  avec  celui  oii  ce  m^me  axe  est  coupe  par 
r  asymptote. 

Si  Ton  avail  n  <;  w  —  i ,  la  fonction/n'existerait  pas,  el 
Ton  trouverait 


lim. 


dx 


V^-^£)  =  «' 


L'asymptote  et  la  limile  des  tangentes  passeraient  alors  par 
I'origine. 

Supposons  enfin  n^m  —  i ,  alors  la  branche  de  courbe 
infinie  n'a  pas  d'asymptote.  Faisoiisw=m — i-hrf-,  I'e- 
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quation  (i),  divisee  par  x",  donuera 

t»t,  en  introduisant  cetle  condition  dans  Tequation  (4))  on 
Irouvera  quey  — x  •—  deviendra  infini  avec  jr,  et,  par  con- 
sequent, qu  il  n'y  a  pas  de  limite  pour  le  point  de  rencon- 
tre de  la  tangente  avec  I'axe  desj^. 

On  arrivera  done,  dans  tons  les  cas,  an  meme  resultat^ 
soit  en  cherchant  rasymptoled'une  branclie  infinie,  soit  en 
cherchant  la  limite  des  tangentcs. 

Mais  il  faut  bien  rcmarquer  que  nous  cntendons  ici,  par 
limite  des  langenles,  ladroite  qui,  nienee  sous  Tinclinaison 
limite,  coupe  Tun  des  axes,  celui  des  j^  par  exemple,  an 
point  limit<*  ou  cet  axe  est  coupe  par  la  tangente  variable. 
Ce  ne  serait  pas  determiner  unc  droite,  que  de  dire  simple- 
ment  qu'elle  est  la  limite  d'une  droite  mobile  qui  ne  reste 
pas  toujours  parallele  a  elle-nicme.  En  effet,  cette  droite  est 
sitiiee  de  la  mememaniere  par  rapport  a  des  droites  paral- 
leles  entre  elles,  quoiqu'elle  les  coupe  en  des  points  qui 
peuvent  etie  fort  eloignes  les  uns  des  aulres;  et  si  elle  s'ap- 
proche  ind^finiment  de  I'une  de  ces  paralleles,  elle  s'ap- 
procbe  egalemenl  des  autres,  a  parlir  des  points  respeclifs 
ou  elle  les  coupe. 

La  demonstration  que  nous  venons  de  donner  se  deduit 
si  simplement  de  la  forme  de  Fequation  (i)  pour  laquelle 
nous  avions  calcule  Fequation  generale  des  asymptotes,  que 
nous  avons  cm  ne  pas  devoir  rometlre.  Mais  precisemont 
parce  qu'elle  est  fondee  sur  cetle  forme,  elle  n'a  pas  loule 
la  generalite  qu'on  pourrait  dc'sirer,  et  nous  allons  traiter 
la  question,  independamment  de  toule  forme  pai  ticuliire 
<i 'equation. 

240.  l/ne  asymptote  est^  en  general^  In  limile  des  tan" 
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gentes.  — Considerons  unebraiicheinfinie  dc  courbe  quel- 
conque  ayant  une  asymptote  AX  (fig-  87)',  celle  courbe 
n'^tant  pas  donnee  par  une  Equation,  il  est  necessaire  d'en 
c'onnaitre  certaines  conditions  geometriques  bien  d^termi- 
nees,  sur  lesquelles  le  raisonnement  puisse  se  fonder.  Nous 
admettrons,  coiinne  seule  definition de  cette  courbe,  qu'elle 
est  telle,  que  depuis  un  certain  point  Bjusqu'a  Tinfini,  ses 
points  ailleiit  constamment  en  s'approcbant  de  AX,  et  que 
I'lnclinaison  de  sa  tangente  sur  AX  varie  toujours  dans  le 
m^mesens.  II  est  d'abord  evident  que  depuis  le  point  Bla 
courbe  est  convexe  vers  AX  :  car  la  tangente  en  un  point 
quelconque  rencontrera  AX  au  dela  de  son  point  de  con- 
tact, puisque  les  distances  a  AX'vonl  en  diminuant  de  ce 
(Ote^  si  done  la  courbe  etait  concave  vers  AX  et,  par  suite, 
romprise  entre  AX  et  sa  tangente,  elle  couperait  AX,  ce 
(jui  est  contre  riiypothese. 

Cela  pose,  menons  une  droite  fixe  quelconque  AY;  pre- 
nons  sur  cette  drbiteun  point  P  pltis  rapprochede  AX  que 
he  Test  le  point  B,  et  menons  la  droite  indefinie  PU  pa- 
rallel e  a  AX.  Elle  coupera  necessairement  la  courbe  en  un 
seul  point  M,  qui  sera  d'autant  plus  eloigne  de  AY  que  AP 
sera  plus  petit. 

Si  maintenant  on  joint  le  point  P  successivement  aux 
differents  points  de  la  courbe  situes  au  dela  de  M,  cette 
droite  coupera  necessairement  AX,  et,  par  consequent, 
rencontrera  auparavant  la  courbe  en  un  second  point.  Cette 
vSecante,  tournant  continuellement  autour  de  P,  deviendra 
tangente  dans  une  position  unique  PQ,  el  le  point  de  con- 
tact N  sera  au  dela  de  IVL  Or  les  tangentes  aux  points  situes 
au  dela  de  N  couperont  necessairement  PQ  entre  N  et  Q, 
et  AXau  dela  de  Q;  elles  couperont  done  AY  entre  Act  P; 
etcomme  PA  pent  etrc  suppose  aussi  petit  qu'on  voudra,  il 
,s'ensuit  que  les  tangentes  a  la  courbe  couperont  AY  en  dcs 
points  qui  iront  conslammcnt  en  s'approcbant  de  A,  et  qiu' 
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leur  distance  a  ce  point  a  pour  liniite  zero.  Comme  d'ail- 
leurs  Tangle  qu'elles  font  avec  AX  a  zero  pour  limite,  on 
peut  enoncer  la  proposition  suivante,  qu'il  faut  entendre 
avec  les  reslricliqns  indiquees  ci-dessus  ; 

Lorsqu  unc  branche  infinie  a  urte  asymptote^  les  tan- 
gentes  a  celte  branche  coupent  une  droitefixe  non  paral- 
lele  a  V asymptote^  en  des  points  qui  ont  une  limite  a  me- 
sure  que  le  point  de  contact  s^eloigne  indefiniment ^  leur 
direction  a  de  nienie  une  limite^  et  si  Von  mene  par  le 
point  limite  une  droite  dans  ccflc  dcrniere  direction^  elle 
coiticidera  ai^ec  V asymptote. 

241.  Si  les  conditions  geomeliiqucs  que  nous  avons  ad- 
inises  n'exislaient  pas,  il  serait  possible  <jue  la  branche  de 
courbe  eul  une  asymptote,  et  que  les  taugentes  n'eussent 
pas  de  limite. 

En  effet,  si  I'inclinaison  de  la  courbe  ne  variait  pas  tou- 
jours  dans  le  memesens,  les  langenles  aux  points  situes  au 
dela  de  N  pourraient  ne  pas  couper  PQ  entre  P  et  Q,  el, 
par  suite,  AY  entre  Pet  A*,  rien  ne  prouverait  alors  que 
leur  point  de  rencontre  avec  AY  aurait  une  limite,  et  il  est 
mc^me  facile  de  trouver  des  cas  ou  cela  n'a  pas  lieu. 

Soit,  par  exemple,  Fequation 

a  -h  sinx 
r  = » 

in  elarit  positif  et  «  ]^  i .  La  courbe  est  tout  entiere  au-des- 
sus  de  I'axe  des  x\  de  plus,  elle  sVu  approclie  indefin intent, 
ct^  par  conse(|uent,  cet  axe  en  est  une  asymptote.  Cher- 
chons  mainlenant  le  point  on  latangenle  coupe  I'axe  desj'. 

Son  ordonnee  j  —  x  --  a  la  meme  limite  que  —  x  -y-?  puis 

lit'-  KCwIr 

que  Tordonnee  j  du  point  de  contact  tend  vers  zero.  Mais 
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on  a 

ax 

m  ia  H-  sin  j:) 
=j:»-*«  cos.r -5 

expression  doul  le  dernier  terme  tend  v^rs  zero.  II  reste 
done  a  irouver  la  limite  de  a:*~'"  cos  x.  Or  cettc  limite  est 
zero  lorsquc  I'on  a  m^  i,  et  alors  la  tangente a  line  limite^ 
qui  se  confond  avec  1  asymptote.  Mais  si  Ton  a 

x-^sera  indelermine;  il  pourra  avoir  toutes  les  valeurs 

comprises  enlre  deux  limiles  (inies  dans  le  premier  cas,  (H 
infiniesdans  le  second.  D'ou  Ton  voic  qaune  hranche  de 
coitrbe  peut  a^oir  une  asymplote^  sans  quil  existe  une 
limite  pom'  ses  tangentes , 

II  est  bon  de  remarquer  que  la  tangente,   consideree  a 
partir  de  son  point  de  contact,  tendrait  indefiniment  vers 

Taxe  des  x,  parce  que  j^  et  —  tendent  vers  zero;  mais  si  on 

la  prolonge  jusqu'a  Taxe  des  y^  elle  s'ecarle  de  I'axe  des  x, 
de  quantites  (inies,  ou  meme  croissant  indefiniment,  couime 
iioits  venons  de  le  demontrer.  Or,  dans  ee  cas,  on  dit  qu  une 
droite  n'a  pas  dc  limite,  parce  que  c'est  toujours  a  Torigine 
et  aux  axes  fixes  qu'on  la  rapporte. 

242.  Toufe  litnite  des  tangentes  est  asymptote.  —  Cetle 
reciproquede  la  proposition  precedente  peut  6  tre  demon  tree 
comme  il  suit. 

SoitX'X  (fig'  88)  une  droite  vers  laquellc  convergent 
les  taugentes  a  une  branche  de  courbe  infinie^  et  par  la 
nous  entendons  que  ces  tangentes  font  avec  X'X  un  angle 
qui  tend  vers  zero  a  mesure  que  left  points  de  contact  s'eloi- 
gnent  indefiniment^  el  que  si  par  un  point  A  pris  surX'X, 
on  mene  un  axe  fixe  AY,  il  est  coupe  par  la  tangente  varia- 
ble en  un  point  dont  la  limite  est  A. 


CAlCUI.  DES  DI^RIVl&ES  ET  D£S  DIFF^RENTIELLES,   ETC.    34^ 

Considerons  maintenaiil  une  tangente  quelconque  PQ  : 
il  esl  admis  qu'a  parlir  d'une  certairie  position  du  point  de 
contact  jusqu'a  I'infini,  le  point  P  va  en  se  rapprochant 
indefininient  de  A,  et  que  Tangle  AQP  tend  vers  zero,  ces 
deux  quantites  conservant  leurs  signes,  ou  en  cbangeant 
d'une  maniere  quelconque.  Or  il  est  evident  que  si  le  point 
de  contact  M  est  toujours  situe  dans  la  partie  PQ  de  la 
tangente,  quel  que  soil  Tangle  des  axes  dans  lequel  elle  se 
irouve,  sa  distance  MT  a  X'X  est  raoindre  que  PA,  et,  par 
consequent,  il  s'approche  indefiniment  de  X'X,  puisque  la 
limite  de  PA  est  zero  par  hypothese.  Done,  dans  ce  cas,  la 
ligne  X'X  est  une  asymptote. 

Ce  cas  est  celui  qui  aura  lieu,  par  exemple,  lorsqu'a  par- 
ti r  d'une  certaine  position  de  la  tangente,  le  point  Q  ira 
toujours  en  s'eloignant,  elle  point  P  en  se  rapprochant  de 
A ;  car  les  intersections  successives  des  tangentes  se  feront 
toujours  dans  Tangle  YAX,  et,  par  suite,  les  limites  de  ces 
points,  ou  les  points  m^raede  la  courbe,  y  seront  renfermes. 
11  reste  done  a  considerer  le  cas  ou  le  point  de  contact 
serait  en  dehors  de  la  partie  PQ.  Or  nous  allons  deraontrer 
que  la  tangente  ne  pourrait  alors  avoir  pour  limite  X'X,  a 
moins  que  les  points  de  cette  branche  de  courbe  ne  s'ap-. 
p roch en t  indefiniment  de  celte  meme  ligne  X'X,  qui  sera 
par  consequent  encore  une  asymptote. 

Concevons,  en  effet,  une  branche  de  courbe  infinie  dont 
Tordonnee  ne  tende  pas  vers  zero,  et  dont  la  tangente  fasse 
avec  Taxe  AX  {fig'  89)  un  angle  ayant  zero  pour  limite. 

L'ordonnee  pourra  croitre  indefiniment,  ou  rester  limi* 
tee:  dans  ce  dernier  cas,  elle  pourra  tendre  vers  une  valeur 
determinee;  elle  pourra  m^e  osciller  entre  desHmites  d^- 
lerminees,  de  telle  sorte  que,  quelque  grand  que  soit  x,  la 
courbe  reste,  ou  du  moins  revienne,  a  certains  intcrvalles, 
au-dessus  d'une  parallelcsituee  a  une  distance  finiede  AX 
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Or  nous  aliens  demontrer  que,  dans  ces  differentes  hypo- 
theses, AX  ne  pent  etre  la  limite  des  tangentes. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  Tordonnee  croisse  iii- 
deOniment,  et  menons  k  AX  une  parallele  CV,  a  une  dis- 
tance AC  aussi  grande  que  Ton  voudra  de  AX ;  ceite  paral- 
lele rencontrera  n^cessalrement  la  courbe  en  uti  certain 
point  M,  et  la  distance  CM  pourra  depasser  toute  grandeur 
donnee.  Si  maintenant  par  le  point  C  et  un  point  M'dela 
courbe,  sitae  au-dessus  de  CV  a  une  distance  aussi  petite 
qu'on  voudra  de  M,  on  fait  passer  une  ligne  droite,  on  sail 
que,  quelque  petit  que  soit  Tangle  qu'elle  fera  avec  AX, 
elle  finira  par  rencontrer  la  courbe  en  un  second  point  au 
dela  de  MM',  puisque  Tangle  de  la  tangente  a  la  courbe 
avec  AX  tend  vers  zero.  Done,  en  faisant  tourner  cettedroite 
dansle  meme  sens,  elle  finira  par  devenir  tangente  en  un 
point  situe  au  delli  de  M.  Done,  en  prenant  des  points 
assez  eloignes  sur  la  courbe,  la  tangente  coupera  AY  en 
des  points  C  situes  a  des  distances  aussi  grandes  quon 
voudra  de  A.  Done  enfin  les  tangentes  n'ont  pas  pour 
limite  AX- 

Supposons  maintenant  que  I'ordonnee  ne  croisse  pas  in- 
definiment,  et  que  les  points  dela  courbe  rest  en  t  con  slam- 
ment  au-dessus  d'une  droite  BU  menee  parall element  a  AX 
a  une  distance  determinee  differente  de  zero,  ou  bien  pas- 
sent  au-dessus  et  au-dessous  de  BU  a  des  intervalles  quel- 
conques«  Considerons  un  point  M  de  la  courbe,  situe  au- 
dessus  de  BU  a  une  distance  de  AY  plus  grande  qu'une 
quantite  donnee  quelconque,  et  menons,  par  ce  point,  MU 
parallele  a  AX  (J^g»  90).  En  raisonuant  comme  dans  le  cas 
pr^c^ent,  nous  d^montrerions  qu  il  existe  une  tangente 
en  un  point  situe  sur  la  courbe,  au  dela  de  M,  el  rencon- 
traut  AY  en  D,  et,  par  consequent,  au-dessus  de  B^  d'oii  il 
suit  que  AX  n'esl  pas  la  limite  des  tangentes. 
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Done  enfiii  AX  ne  serait  pas  la  limite  des  langenles  si 
les  points  de  la  courbe  elaient  situes  en  dehors  de  la  pariie 
de  la  laugente  comprise  enlre  les  deux  axes,  el  qu'en  m^me 
temps  leur  distance  a  AX  ne  tendit  pas  vers  zero.  Mais  si 
cetle  distance  tend  vers  zeroj  AX  est  asymptote.  D'ou  il 
resulte  enfin  que,  quelque  part  que  soil  situe  le  point  de 
contact  sur  la  tangente  variable,  si  cette  droite  tend  vers 
une  limitc,  dans  le  sens  precedemraent  defini,  cette  limite 
est  une  asymptote. 
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CHAPITRE  VIII. 

DIFFERENTIELLES  ET  D^RIVEES  DE  l'aRC,  DE  L'aIRE, 
ET  DE  l'iNCLINAISON  D'uNE  COURBE  PLANE.  USAGE 
DES  D^RlVItlES  POUR  RECONNAITRE  LA  GONCAVITlS  OU 
LA    CONVEXlTlfe. 


ds 
dx 


243.  Designons  par  5  la  longueur  de  Tare,  prise  a  par- 
lir  d^un  certain  point  de  la  courbe  :  nous  avons  vu  que  son 
accroissement  infiniment  petit  £^s  ne  pouvait  difFerer  que 
d'un  infiniment  petit  du  second  ordre,  de  la  partic  de 
la  tangente  terminee  a  I'ordonnee  extreme,  c'est-a-dire  dc 

Ax  i  /  I  -h  -r-,*  Done  la  linaite  de  *—  est  4  /  i-h  t-.  ;  et  ron  a 
y  dx^  Ax  y  dx' 

Dans  un  systime  de  coordonnees  polaires  on  aura 

244.  L'aire  comprise  entre  deux  ordonnees,  I'axe  de  x 
et  Tare  d'une  courbe  ,  croit  d'une  quantite  comprise  enlre 
deux  parallelogrammes  dont  la  limite  du  rapport  est  Tunitc, 
a  mesure  que  Ax  tend  vers  zero  :  on  pent  done,  commc 
nous  I'avons  deja  dit,  prendre  I'un  quelconque  des  deux 
au  lieu  de  I'accroissement  m^me  de  Taire,  sans  alterer  la 
limite  du  rapport  a  Ax,  Si  done  on  designe  Taire  par  A^ 
on  aura 

---  z=  /  sm  0 ,     on      rt  A  =  fdx  sm  0, 
ax* 

9  d^signant  Tangle  des  axes. 
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Dans  un  systime  de  coordonnees  polaires,  les  deux  paral- 
lel ogrammes  seront  remplaces  par  des  secieurs  semblables, 
et  I'on  trouvera 

—-  =  --,      ou      dA  =  ^y^dQ, 
d9         2, 

245.  L'inclinaison  (f  de  la  tangente  sur  Taxe  de  x  est 
determinee  par  T  equation 

tang^=-5 


ou 


ou 


d^X 

dfo  d^  Y         dx^ 

-I=:COS2o  — -L  z=z    ~ 

dx  ^  da:^  dy^ 


dx' 

dff  =  — 


dr' 


Celte  valeur  de  d(f  est  ce  que  nous  noinmerons  angle  de 
contingence ^  il  peut  elre  pris  pour  Aq?,  qui  est  celui  des 
deux  tangenles  aux  points  dont  les  abscisses  different  de  dx^ 
sans  que  les  limites  des  rapports  soient  alterees. 

Dans  un  syslime  de  coordonnees  polaires,  Tangle  de  deux 
langentes  consecutives,  ou  la  difference  infiniraent  petite 
de  Tinclinaison  f  de  la  tangente  sur  Taxe  fixe,  est  ^gal  a 
Tangle  des  deux  rayons  vecteurs  correspondants,  plus  Tac- 
croissement  de  Tinclinaison  dela  tangente  sur  le  rayon  vec- 
teur  correspondant.  On  trouvera  ainsi 

dr"  d^r 

7^-4-2 r 

dB^          de^ 
do  =  dB, 

^  dB' 
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Concav^ite  et  convexite, 

246.  On  dil  qu'iine  courbe  est  concave  en  un  de  ses 
points  par  rapport  a  une  droite  dounee,  lorsque,  a  partir 
de  ce  point,  ses  deux  branches  conimencent  par  elre  com- 
prises dans  Tangle  aigu  forme  par  la  droite  donneeetla 
tangente  a  la  courbe  au  point  que  Ton  considere.  Lorsque, 
au  contraire,  les  deux  branches  commencent  par  ^tre  en 
dehors  de  cet  angle,  on  ditque  la  courbe  est  convexe  en  ce 
point  par  rapport  a  la  droite. 

Nous  allons  faire  connaitre  les  caracteres  analytiques  qui 
correspondent  a  ces  deux  circonstances,  en  supposant  qu'on 
ait  pris  la  droite  dounee  pour  axe  des  .r.  Dans  le  cas  de  la 
concavite,  I'ordonnee  orthogonale  de  la  courbe  doit  etre 
moindre  en  grandeur  absolue  que  celle  de  la  tangente  au 
point  que  Ton  considere,  pour  les  valeurs  de  x  infiniment 
voisines  de  celle  qui  correspond  a  ce  point.  Ainsi  Tordon- 
nee  de  la  courbe  sera  plus  petite  que  celle  dela  tangente 
lorsqu'elle  sera  positive,  et  plus  grande  lorsqu'elle  sera  nega- 
tive. L'inverse  aura  lieu  pour  laconvexiie. 

Or,  en  designant  par  ,z/,  y^  les  coordonnees  du  point 
donne,  et  par  h  une  quantite  positive  ou  negative,  qui  peut 
devenir  moindre  que  toute  quantite  don  nee,  on  a  pour  les 
points  de  la  courbe, 

et  pour  la  tangente  au  point  \x/ ^  y')^ 

done,  si  y  est  positive,  la  courbe  sera  concave  si  le  terme 

est  negatif,    et  convexe  s'il  est  positif.  Or, 


2  \dx^/x' 


eh 
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si    Ton  n'a  pas   -7-7^  =  o,  le  signe  du  lerme  en  question 

sera  le  ineme  que  celui  de-7-^  quel  que  soil  le  signe  de  h, 

Jvcs  deux  branches  de  la  courbe  commencent  done  par  ^ire 
d'un  m^me  cote  de  la  tangente;  ce  qui  montre  que  notre 
(leBuition  des  tangentes  renferme  celle  des  anciens;  et 
Tetude  des  points  singuliers  nous  fera  voir  qu'elle  est  plus 

i;cMierale.  Supposant  done  que  --t-t^  ne  soit  pas  nul,  on  voit 

que  pour  les  points  de  la  courbe  qui  sont  du  c6ie  des  j  po- 

silifs,   la  condition  de  concavite  est  —-—  <^o,  et  la  condi- 

d»  y' 

lion  de  convexile  est  -;r^^^'  C*est  Tinverse  pour  les 

points  situes  du  cdle  des  j-  negatifs. 

Si  ~  ~j^  =  o,  il  faudra  que  Ton  ail  -7-7^  =  o  pour  que  les 

deux  branches  de  la  courbe  soient  d'un  meme  c6te  de  la 
tangente  dans  le  voisinage  du  point  que  Ton  considere,  et 

c'est  au  signe  de  -7-7^-  qu'on  reconnailra  la  concavite  ou  la 

.  d^  r' 
convexile.    De    meme ,   si  -—  =  o ,    il  faudra   qu*on  ait 

d  y* 

-p-—-  =  o.  el  ainsi  de  suite. 
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CHAPITRE  IX. 

POINTS   SIMGULIEHS 


247.   Lorsque  la  concavite  se  change  en  con vexite, —^^ 

doit  changer  de  signe  el,  par  consequent,  passer  par  zero  ou 
rinfini  \  les  points  ou  s'opere  ce  changement  se  nommeiit 
points  (t inflexion  et  se  delerminent  en  posant 

dx^  '  d,r} 

Mais  il  ne  suflBt  pas  que—-—  soitnu)  pour  qu'il  y  ail  in- 

flexion;  car  il  faul,  pour  qu'il  change  dc  signe,  que  •j-j 

d^  y 
ne  soit  pas  nul,  ouque  -j-y  Ic  soiten  in^me  temps,  el  ainsi 

de  suite.  Si  -—-est  infini,  il  faudra  s'assurer  s'il  change  de 
ax 

signe  en  passant  par  cette  valeur. 

Points  multiples,  —  On  appelle  ainsi  ceux  ou  passent 

plusieurs  branches  de  courbe,  el  ou  Ton  peut  mener,  par 

consequent,  plusieurs  tangentes.   On  peut  les  determiner 

par  des  regies  tris-simples  pour  toutes  les  courbes  alge- 

briques.  Soit  F  {x^y)  =  o  une  equation  algebrique  et  ra* 

tionnelle  ;  on  en  lirera 

^  '  d.T        dy  dx  ' 

Or,  cette  equation  devant  ^tre  satisfaite  par  plusieurs  va- 

dy  .  d¥    dF 

leurs  de  -7-9  landis  que  -;— ?  -7-  n'eu  auraient  qu'une  seule, 
dx  ^       dx     dy  * 


CALCUL  DES  d£&Iv£ES  ET  DES  DIFFERENT  I  ELLES,   ETC    353 

on  devra  avoir —=.  o ,  —  =  o,  conjointement  avec 
F  (x,  j^)  =  o.  Si  Ton  troave  des  solutions  reelles commanes 
a  ces  equations,  les  yaleurs  de— serontdonneespar  Tequa*- 


tion 


«^F  d'Y  dr       d'F/drV 

dx*  dxdy  fix 


d'F/dyy 
'^^[di)=''^ 


que  Ton  obtient  en  differentiant  Tequation  (i),  et  rempla* 

.     rfF 
9ant  ensuite  —  par  zero. 

Si  trois  branches  passaient  au  meme  point,  les  coeffi* 
cients  de  cette  equation  seraient  encore  nuls,  et  Ton  aurait 
recours  a  la  troisi^me  derivee  de  Tequation ;  et  ainsi  de 
suite. 

Les  deux  branches  seraient  tangentes  si  deux  valeurs  de 

^elaient  egales. 

Si  r^uation  etait  resolue  par  rapport  a^  et  reufermait 
des  radicaux  a  double  signe,  on  reconnaitrait  les  points  muU 
tiples  en  cherchant  les  valeurs  de  x  qui  font  disparaitre  un 

de  ces  radicaux  dey,  sans  le  faire  disparaitre  de  -^\  car  en 

ces  points. deux  branches  de  courbe  se  couperont,  el  leurs 
tangen  tes  seron  t  di  fieren  les . 

248.  Points  de  rebroussement.  —  Si  en  un  point  mul- 
tiple deux  valeurs  de  -y-  sont  ^gales,  et  que  les  deux  branches 

s'arr^tent  en  ce  point,  on  a  un  point  de  rebroussement.  II 
est  du  premier  genre  lorsque  les  deux  branches  sont  de 
cot^s  diff^rents  de  la  tangen te  commune,  et  du  second  genre 
lorsqu'elles  sont  du  m^me  c6t^.  On  reconnailra  que  les 
branches  s'arretent  en  ce  point,  lorsqu'en  faisant  varier  .r 
I.  23 
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d'un  c6le  seulement,  leiirs  oidounees  devieDdiont  imagi- 

n aires.  II  faut  cependant  excepter  le  cas  ou  -~  serai t  infini 

en  ce  pointy  on  considererait  alors  Tabscisse  au  lieu  de 
I'ordonn^e. 

Le  rebroussement  sera  du  premier  genre  lorsque  •— 

sera  de  signe  different  pour  les  deux  branches*,  il  seradu 
second  quand  ce  signe  sera  le  nieme. 

249.  Points  conjugues.  —  On  appelle  ainsi  des  points 
isoles  dont  les  coordonnees  satisfont  a  T equation  d'une 
courbe,  sans  qu'on  en  puisse  supprimer  ces  solutions.  Pour 
ces  points,  le  Aj  doit  etre  imaginaire,  et,  par  suite,  le 

plus  souvent  le -^- Dans  ce  cas,  comme  le— »tire  d'une 

equation  du  premier  degr^,  ne  saurait  etre  imaginaire,  les 
coordonnees  dcs  points  conjugues  satisferont  aux  equations 

dx  '  d  J 

On  les  trouvera  ainsi  en  memo  temps  que  les  points  mul- 
tiples. Mais  Ay  pent  etre  imaginaire  sans  que  la  limitede 

Ar  . 

-^le  soit,  parce  que  sa  parlie  imaginaire  pourrait  avoir 

pour  limite  zero. 

250.  Points  d arret.  —  On  donne  ce  nom  a  tout  point 
ou  s'arr^le  brusquemcnt  uue  branche  unique  de  cour- 
bure. 

On  les  determinera  en  cherchant  les  valeurs  de  a:  a 
partir  desquelles  y  commence  a  devenir  imaginaire,  s'il 
etait  reel  auparavant^  ou  a  devenir  reel,  s'il  etait  imagi- 
naire. II  faudra,  de  plus,  s'assurer  qu'il  n'y  a  qu'une  seule 
branche  de  la  courbe  a  passer  en  ce  point,  et  que,  par  con- 
sequent, les  valeurs  voisines  de  x  ne  donnent  pas  plusieurs 
valeurs  voisines  poury. 


] 
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2oi .  Points  saillants  ou  anguleux.  —  On  appelle  ainsi 
les  points  ou  s'arr^tent  deux  branches  de  courbe,  sans  y 
avoir  la  m^me  tangente.  Us  rentrent  dans  la  classe  des 
points  multiples.  On  les  distinguera  des  points  multiples 
ordinal  res,  a  ce  que,  comme  dans  le  cas  des  points  de  re- 
broussement,  les  deux  branches  ne  se  prolongent  pas  au 
dela  de  leur  point  de  rencontre. 

Lorsque  Tequation  d'une  courbe  ne  donne  qu^une  seule 
valeur  dey  pour  chaque  valeur  de  x,  toute  valeur  de  x  qui 

donnera  deux  valeurs  pour  —  determinera  evidemment  un 

point  saillant. 

Exemples  de  points  singuliers, 

point  multiple,  inflexion. 

tangx 
•2».  x=  sin  or,  y  =cos  a-,  y  =  tang  x^  y  = 5  y  =  x  tangx, 

inflexions. 

rebroussement  du  premier  genre,  si  Ton  a 

— i- <;2     et     >i; 

rebroussement  du  second  genre,  si  Ton  a 

2/?  -h  I 


Q.q 


>2, 


en  supposant  qu  on  n^ait  pas 


23. 
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Cas  particuliers  de  cetteformule, 

point d'arret  a  Torigine ; 

z 

f= 7' 

point  saillant  ou  anguleux,  a  TorigiDe; 

point  conjugue ,   ayant  pour  abscisse  a,  si  a<:^b\  point 
multiple,  ayant  pour  abscisses,  si  a^b. 
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CHAPITRE  X. 

EXPRESSION  DIFF^RENTIELLE  DU  RATON   DE  COURBURE 

COURBES   OSCULATBICES    EN    G^Nl^RAL. 

CONTACTS   DE   DIVERS   ORDRES. 


252.  La  courbure  en  un  point  d'une  courbe  etant  la 
It  mite  du  rapport  de  V  angle  des  tangentes  extremes  a  Tare 
correspondant,  aura  pour  valeur 

Ay  dff 

lira.  — i     ou     -~» 
^s  eis 

(f  designant  Tangle  de  la  tangenie  avec  Taxe  des  x;  etsi 
ron  appelle  R  le  rayon  de  courbure  qui  est  aussi  le  rayon 

(lu  cercle  osculateur,  nous  avons  vu  que  —  est  la  mesure  de 
la  courbure;  on  aura  done 

R  =  -, 

el,  d'apres  les  formules  des  n°"  243,  245,  on  aura  dans  un 
systeme  de  coordonnees  rectangles 

ct  dans  un  systime  de  coordonnees  polaires^ 


1-4- 
R  =  - 


(■ 
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La  reciproque  de  la  valeur  de  R  serai t  celle  dc  la  cour- 
bure. 

Si  Foil  prenait  pour  variable  independante  une  quantiie 
quelconque  t  differente  de  Tabscisse,  on  deduiraitTequa- 
tion  suivante  des  formules  gen^rales  par  lesquelles  on  opere 
cette  transformation  : 


\  dt^       df  ) 


--  .  d^ 

R  =  -~— r .      ..         ou      R  =r 


dx  d^y       dy  d'x  dx  dy  —  df  d}x 

dii  dF'^  dfdF 

On  aurait  pu  passer  aussi  a  la  valeur  R  exprimee  en  coor- 
donnees  polaires,  en  partant  des  coordonnees  rectangu- 
laires.  On  aurait  trouve  la  formule  obtenue  ci-dessus  d'uiie 
mani&re  directe. 

Appliquons  celle  transformation  au  cas  ou  la  courbe 
serail  donnee  par  une  equation  entre  Tordonnee  et  Fare,  el 
prenonsl'arc  pour  variable  independante  5  on  a 

^/^d.rd'x        dyd^'Y^       \S7/   "^  \^ j    ~'' 
ds   ds^        ds  ds^ 


d'ou  Ton  tire 


dx  d}x       dy  d^y 

7h  di^ '^  Vs'd^'  ~^' 


_  v/-  S-: 


R  = 


dW 

17 


11  serait,  du  reste,  tris-facilede  trouver  direciemeiit  celle 
derniere  formule.  On  determinerait  Tangle  de  contingence 

dy     -,    s 
d(f^  en  partant  de  la  formule  sin  (f  =  — >  d'ou 

€2S 


el'r  I        dy^ 

—  ds  =  cos<fd<{=zd,f^  I-  —  ; 
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done 


ds        V  ds* 


a^  d^y 

formule  qui  coincide  avec  celle  que  Ton  avail  obtenuc  par 
le  cbangement  de  la  variable  independante. 

Courbes  osculatrices . 

253.  Si  Ton  cousidere,  au  lieu  d'un  cercle,  une  eourbe 
representee  par  une  equation  donnee  de  forme,  et  conte- 
nani  un  certain  nombre  de  coeflScienls  indeiermines,  on 
pourra  luidonner  aulantde  points  communs  avec  la  eourbe  • 
proposee,  qu'il  y  a  de  ces  coefficients.  Si  Ton  fait  ensuite 
tendre  tous  ces  points  vers  le  premier,  la  limite  vers  la- 
quelle  tend  la  eourbe  variable  se  nomme  la  eourbe  oscula- 
trice  de  la  proposee,  relativement  a  celles  qui  sont  renfer- 
niees  dans  Tequatiou  indeterminee. 

Ces  conditions  geometriques  peuvent  etre  exprimees  par 
des  relations  tres-simples  entre  les  coefficients  differen- 
liels  successifs  des  ordonnees  des  deux  courbes  :  soient 
x^y  OTf,  0:3,...,  oc.rt  les  abscisses  de  m  points  communs  a  deux 
courbes,  croissant  par  degres  inegaux  suivant  une  loi  quel- 
conque;-  on  supposera,  pour  meltre  le  plus  de  generalite 
possible  dans  la  question,  que  Ton  prenne  pour  variable 
independante  une quantite  quelconqueijdonl;r,  etparsuitie 
J",  seront  des  fonctions  connues, 

Soient  j^i,j^,,  j-j,.,.,  y,„  les  valeurs  de  y  relatives  aux 
points  communs^  les  differences  successives  de j^i  jusqu'a 
Tordre  m  —  i  peuvent  s'exprimer,  comme  on  le  sait,  au 
moyen  des  valeurs  /i  5  /i,...?  /,„?  et  il  est  evident  qu'elles 
seront  les  m^mes  pour  les  deux  courbes,  puisque  les  ordon- 

necs^i,  yjv>  Jm  sont  Jcs  memes.  — ?  -^v--?  ^^,„_,    se- 
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ront  done  identiquement  les  m^mes  de  part  ct  d'autre,  et, 
par  suite,  leurs  limites  seront  aussi  les  m^mes. 

Les  m —  I  premieres  deriv^es  de^  par  rapport  a  t  au- 
ront  done  les  m^mes  valeurs  au  point  eommun,  dans  les 
deux  courbes^  et  il  en  sera  de  m^me  de 

— —  •       '■  .       •  •  • « •  ■  ■  ■  • 

dt  do  dr-' 

Or  on  sait,  d'apr^s  les  formules  relatives  au  changement  de 
la  variable  independante,  que  les  valeurs  de 

djr        d^'y  d'^'^^y 

*T  *        ■  ■  •  •  •  •  •       ■  ■  ■ 

dx  dx^  dx""-' 

iiedependent  que  des  derivees  de  aret  dej^par  rapport  a  f, 
depuis  le  premier  ordre  jusqu'a  eelui  que  Ton  considire, 
inelusivement. 

Done,  quelle  que  soit  la  loi  continue  suivant  laquelle  les 
points  eommuns  se  rapprochent  du  premier,  la  eourbe  li-^ 
mite  sera  telle,  que  pour  x  =  Xi  les  quantit^s 

dYx        d*Yy  d'^'jr, 

"^  dx         dx*  dx"^ 

auront  la  m^me  valeur,  si  on  les  tire  de  son  equation  ou  de 
Tequation  de  la  eourbe  donnee. 

Done,  pour  determiner  les  m  eoeffieients  de  I'equation  de 
la  eourbe  oseulatriee,  il  suffira  d'egaler  les  valeurs  des  m 

quantiies/i,-^S-'-,        ^_/»  que  Ton  lirera  des  equations 

des  deux  eourbes,  et  dans  lesquelles  on  dounera  k  x  et  j^les 
valeurs  Xi,  /i  du  point  que  Ton  a  eboisi  sur  la  premiere 
eourbe. 

Mais  on  formera  plus  simplement  ces  m  equations  en 
diflerentiant  m  —  i  fois  Tequation  qu'il  faut  determiner, 
0t  rempla9anl  dans  celle-ci  et  dans  ses  m —  i  derivees,  x 
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eijr  par  x,,  /i,  et  les  derivdes  de  y  par  celles  qu'on  tirera 
deF  Equation  connue. 

Telle  est  la  methode  gisn^rale  au  moyen  de  laquelle  on 
irouve  r^quation  de  la  courbe  oscula trice  d'une  espice 
donnee. 

Contacts  de  divers  ordres. 

254.  Lorsque  deux  courbes  ontun  point  commun,  et  que 
I'oD  augmente  Tabscisse  de  ce  point  d'une  quantity  infini- 
ment  petite,  la  difference  des  ordonnees  est  generalement 
du  premier  ordre. 

Si  cette  difference  est  du  deuxieme  ordre,  on  dit  que  les 
courbes  ont  un  contact  du  premier  ordre;  si  elle  est  du  troi-^ 
Slime  ordre,  on  dit  que  le  contact  est  du  second ;  et,  en 
general^  il  y  a  un  contact  du  n**"**  ordre  entre  deux  courbes, 
lorsque  la  diif^^rence  de  leurs  ordonnees,  a  partir  du  point 
commun,  est  un  infiniment  petit  de  rordren+  i  :  d'ou  il 
suit  qu'entre  deux  courbes  qui  ont  un  contact  d'un  certain 
ordre,  il  est  impossible  quMl  en  passe  une  autre  dans  le  voi- 
sinage  du  point  commun,  si  son  contact  avec  Tune  quel- 
conque  des  deux  est  d'un  ordre  inferieur. 

Pour  qu'il  n'y  ait  rien  d^incertain  dans  cette  definition 
des  contacts  de  diff^^rents  ordres,  il  est  necessaire  de  d^- 
montrer  que  Tordre  du  contact  est  ind^pendant  de  la  direc- 
tion des  axes;  or  c'est  ce  que  Ton  etablit  facilement  en 
prouvant  que,  pour  un  point  quelconque  de  Tune  des  cour- 
bes, les  differences  des  ordonnees  des  deux  courbes  consi-* 
d^rees  relativement  a  des  axes  diff<$rents  sont  dans  un  rap- 
port fini.  Cette  difference  est  la  plus  petite  possible  quand 
les  ordonnees  sont  perpendiculaires  a  la  tangente  au  point 
commun. 

La  seule  direction  qu'on  doive  excepter  pour  les  ordon- 
nees est  celle  de  la  tangente  au  point  commun. 

Les  cordes  menees  dans  cette  direction  sont  d'un  ordre 
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infinitesimal  moindre  d'une  unite  que  pour  tout  autre.  Od 
reconnait  en  effet  immediatement,  en  menant  par  un  m^me 
point  une  secante  parall^le  a  la  tangente  commune,  et  une 
autre  dans  une  direction  diffi^rente  quelconque^  que  la  par- 
tie  interceptee  par  celle~ci  a  avec  Tautre  un  rapport  infini- 
meut  petit  du  premier  ordre. 

Maintenant,  si  Ton  developpe  en  series  les  ordonnees  des 
deux  courbes  suiv^nt  les  puissances  de  raccroissement  de 
Tabscisse  du  point  commun,  on  reconnait  immediatement 
que  le  contact  entre  ces  courbes  sera  de  Tordre  n<,  si  les  n 
premieres  derivees  de  Tordonnee  par  rapport  a  Tabscisse 
sont  respecti vemcnt  egales  pour  chacune  des  courbes,  quand 
on  y  substitue  Fabscisse  du  point  commun  :  car,  dans  ce 
cas,  la  difference  des  ordonnees  exprimee  au  moyen  des 
deux  termes  qui  complfeient  respectivenienlles  deux  series, 
est  un  infiniment  petit  de  I'ordre  n  -h  i . 

C'est  la  le  caraciere  analytique  auquel  on  reconnait  Tor- 
dre  du  contact  de  deux  lignes  qui  out  un  point  commun. 

^utye  wanlere  d^ envisager  les  courbes  osculatrices, 

.  255.  II  resulte  de  ce  qui  vient  d'etre  dil  sur  le  contact 
des  courbes,  que  pour  avoir  la  courbed'une  espece  donn^e, 
qui  a  le  contact  de  Tordre  le  plus  elev(S  avec  une  conrbe 
dont  Tequation  est  connue,  il  suffit  de  determiner  les  coeffi- 
cients arbitraires  de  Tequaiion  generate  des  courbes  dont 
Tespece  est  donnee,  en  exprimant  que,  pour  Tabscisse  que 
Ton  considere,  les  ordonnees  sont  respecti vement  egales, 
ainsi  que  leurs  derivees  successives  jusqu'a  Tordre  le  plus 
eleve  possible.  Onetablira  ainsi  autant  d'equations  qu'il  y 
a  de  coefficients  indetermin^s.  L'ordre  du  contact  sera  le 
nombrede  ces  Equations,  moins  une. 

On  voit  par  la  que  la  courbe  osculatrice  et  la  courbe  qui 
a  le  contact  de  l'ordre  le  plus  eleve  sont  identiques. 

Pour  la  ligne  droite,  dont  Tequation  n'a  que  deux  coeffi- 
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cients  arbitraires,  le  contact  ne  sera,  en  general,  que  du 
premier  ordre,  il  sera  da  deuxi^me  pour  le  cercle.  Mais  il 
pourra  arriver  qu'en  certains  points  particuliers  le  contact 
soit  d  un  ordre  plus  eleve. 

Les  coefficients  de  Tequation  de  la  courbe  osculatrice 
se  determineront,  conune  nous  TaTons  deja  dit,  en  for- 
mant  ses  equations  diflerentielles  successives  et  y  substi- 

luant  a  y'^  — ,  etc. ,  les  valeurs  tirees  de  Tequation  de  la 

courbe  donnee.  Les  seules  inconnues  soni  alors  les  coeffi- 
cients 5  et  s'ils  entrent  tons  au  premier  degre,  on  trouvera 
un  seul  systeme  de  valeurs,  el,  par  consequent,  une  seule 
courbe  osculatrice. 

Lorsque  le  nombre  des  derivees  communes  est  pair,  la 
difference  est  d'un  ordre  impair,  et,  par  consequent,  change 
de  signe  avcc  Taccroissement  de  j!  :  done  alors  les  courbes 
se  coupent.  C'est  ce  qui  arrive,  en  general,  pour  le  cercle 
osculateur. 

Si,  au  contraire,  le  nombre  des  derivees  communes  est 
impair,  la  difference  est  d'ordre  pair  et  ne  change  pas  de 
signe  avec  Taccroissement  de  x!  :  les  lignes  ne  se  coupent 
done  pas.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  de  la  ligne  droite, 
excepte  aux  points  d'inflexion. 

256.  Les  courbes  les  plus  simples  que  Ton  puisse  mettre 
cu  contact  avec  une  courbe  donnee  sent  relies  qui  sont  ren- 
fermees  dans  T equation 

On  peutetablir  un  contact  de  Tordre  m —  i  entre  les  deux 
courbes,  etl'on  aura  immediatement  Tequationdela  courbe 
osculatrice  en  developpant  son  ordonnee  par  la  formule  de 
Taylor,  apres  avoir  remplace  j:par  x' -f- (x  —  x),  Cette 
equation  est  la  snivante,  dans  laquelle  les  derivees  dey'sont 
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remplacees  par  celles  que  donne  r^quation  de  la  coorbe 


connue, 


y-^  '^d?^''~'l'^~d^  ..a  ■^•••"^<ic'-i.2.3...»«' 
si  /»=  I,  on  a  la  droits  osculatrice  dont  I'^uatiou  est 

^=/  +  g(x-x'). 

257.  Cercle  osculateur,  —  L^equation  generate  du  cer- 

cle  est 

(x -«)'  +  (/- 6)*  =  RS 

a,  6  ^tant  les  coordonn^es  du  centre,  el  R  le  rayon.  D'apres 
les  theories  precedentes,  on  determinera  les  constantes  a, 
6,  R,  relatives  au  cercle  osculateur  au  point  a/,j^d'une 
courbe  donnee^  au  moyen  des  trois  Equations 

■-ri  et  ^-7^  etant  tires  de  Tequation  de  la  courbe  donnee.  La 

seconde  de  ces  Equations  montre  que  le  centre  du  cercle 
osculateur  est  situ^  sur  la  normalc. 
On  tirera  de  la 

djc'''  dx" 

et,  substituant  dans  la  premiere, 


R  =  -i 


dx'^ 


CALCUL  DES  D^RIV^ES  ET  DES   DIFF^RENtlELLES,   ETC.    365 

Cette  equation  donne  pour  le  rayon  la  valeur  dej4  trouvee 
par  une  autre  voie  \  et  les  deux  precedentes  font  connaitre 
les  coordonnees  a,  S  du  centre  de  courbure,  en  fonction 
de  a/,  y. 

Si  entre  ces  deux  equations  et  celle  de  la  courbe  donn^e 
on  elimine  a:',  y,  Tequation  resultante  entre  a  et  6  repre- 
sentera  le  lieu  des  centres  de  courbure,  ou  la  de^eloppee 
de  la  premiire. 
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CHAPITRE  XL 

THEORIE   ANALYTIQUE   DES   D^VELOPP^ES. 
COURBES   ENVELOPPES. 


258.  Les  equations  qui  delerminent  les  coordonnees  «, 
6  du  centre  de  courbure,  ou  du  point  de  la  de^eloppee. 
correspondant  au  point  (a/,  7')  de  la  courbe  donnee,  sent, 
d'apres  lenumero  precedent, 

(.)  (.'_«)  +  (r'-e)'£;  =  o, 

Ces  equations  ay  ant  lieu  quel  que  soit  le  point  que  Ton 
considere,  si  Ton  donne  a  x*  un  accroissement  infinimenl 
petit,  y',a,6,  qui  sont  des  fonctions  de  x',  en  recevront  de 
correspondanis,  et  les  equations  (i)  et  (2)  seront  encore 
satisfaites  ^les  accroissementsde  leurs  premiers  membres  se- 
ront done  nuls,  et,  par  suite,  leurs  derivees  par  rapport  aj/. 
Or  Tequation  (i),  differentiee  en  considerant  a,  6,  y' 
comme  fonctions  de  a/,   et  ayant  egard  a  Tequation  (2), 

donne 

fi  a        d^  dy'  r/6  i 

dx' 

d'ou  il  resulte,  comme  nous  Tavions  deja  demontre,  que  la 
normale  a  la  courbe  donnee  est  tangente  a  sa  developpee^ 
au  centre  de  courbure, 

259.  Le  calcul  pent  encore  conduire  a  la  seconde  pro- 
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priet^i  qui  consiste  en  ce  que  la  difference  de  deux  rayons 
de courbure dune  courbe,  est egal a  Tare  correspondant  de 
sa  d^veloppee  :  il  suffit,  pour  cela,  de  parvenir  a  une  equa- 
tion qui  ne  rcnferme  que  ^R,  rfa,  dS, 
Or,  si  Ton  differentie  I'equalion 

(3)  (x'~aV-4-(y~6)'=RS 

on  trouvera,  en  ayanl  ^gard  a  I'equalion  (i), 

el  si  Ton  remet  pour  xf  —  a  sa  valeur  tir^e  de  (i),  il  vient 

df  da 

et ,  rempla9anl  ^  par  —  — , 

-^^-^\-dId^)=^d^'- 

Pour  eliminery  —  S,  on  remarquera  que  les  equations  (i) 
et (3) donnent 


R  =  (/-e)y/i  +  j|^,   ou*R  =  (/~6)y/ 

d'ou 


}Jda.^  -+-  r/6» 


Reporlant  ceite  valeur  de  /'  —  6  dans  Fequation  ci-dessus, 
il  vient,  abstraction  faitedu  signe  du  radical, 


dK  =  )/da^  -4-  d^\ 

ce  qui  demontre  que  la  differentielle  du  rayon  de  courbure 
est  egale  a  celle  de  Tare  de  la  developpee.  D'ou  Ton  conclut 
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qu'ua  arc  quelconque  de  la  developpee  est  egal  aladiflie- 
rence  des  rayons  de  courbure  tangents  a  ses  extremites.  La 
description  de  la  premiere  courbe  d'un  mouvement  con- 
tinu,  par  le  developpemeut  de  la  seconde,.  en  resalle, 
comme  nous  Pavions  fait  voir  pr^cedemment. 

260.  Si  Ton  donnait  Tequation  F  (a,  6)  =  o  de  la  deve- 
loppee, et  qu'on  demandat  celle  de  la  developpante,  il  faa- 
drait  eliminer  a  et  6  entre  Tequation  donnee  et  les  deux 
suiv antes  : 

doL 

dans  lesquelles  ^  serai t  donnee  en  fonction  de  a  et  6  au 

moyen  de  I'^quation  F  (a,  6)  =  o.  II  en  resulterait  une 

(Iy 
equation  enlre  x^  y^  — »  et,  au  moyen  du  calcul  integral, 

on  trouverait  Tequation  finie  entre  x  eiy, 

Les  coordonnees  x^y  d'un  point  quelconque  de  la  deve- 
loppante  peuvent  facileinent  s'exprimer  au  moyen  des  coor- 
donnees a,  6  et  de  Tare  s  de  la  developpee. 

Une  construction  tres-simple  conduit  immediatement  aux 
equations 

doL        ^  d^         ...       a  —  X       doL 


9 


—  x=:j-— >      6 —  y  =  ,v-—,      d*oii 


ds  "  ds  6  —  /       d^ 

Si  Ton  en  fait  application  au  cas  du  cercle,  dont  requation 
est  a*  4-  6*  =  a',  on  trouve  d'abord 

a  € 

a  a 

equation  qui  donnerait  immediatement  la  projection  de 
a:  et^  sur  le  rayon  a  mene  au  point  de  contact.  Mais 

-  =  COS-»       -=:sm-      et      J=:i/x'-h>' — a'- 
a  a       a  a  ^  "^ 
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L'^quation  de  la  developpante  du  cercle  sera  done 

X  cos-v^.r^  H- j'^  —  a}  -^  y%\nf  ^.r*  -+-  ^»  —  «'  =  a 

€t  en  coordonnees  polaires 

0  =  -  V'^  —  «'' —  arc  cos  -  9 
:a  r 

comma  la  figure  le  donnerait  immediatement. 

Courbes  etii^eloppes . 

261.  Nous  avons  vu  (n^  154)  que  si  Ton  oonsid^re  la 
courbe  representee  par  une  equation  F  (a:,  y^  a)  =  o, 
qu^on  cherche  la  limite  des  points  de  rencontre  de  cette 
courbe  avec  celles  qui  resulteraient  d'un  accroissement  in- 
finimenl  petit  donne  a  a ;  et  que  Ton  cherche  le  lieu  de  ces 
points  limites  sur  toutes  les  courbes  representees  par  I'equa- 
tion  propos^e,  dans  laquelle  a  varierait  d'une  maniire  con- 
tinue, il  suffit,  pour  obtenir  ce  lieu,  ^eliminer  la  constante 
a  entre  T equation  de  la  courbe  ^variable  et  sa  deriuee  par- 
tielle  par  rapport  a  Cette  constante. 

Nous  avons  fait  remarquer  que  les  raisonnements  qui  ont 
conduit  a  celte  regie  supposenl  que  la  fonction  F  (x, y,  a) 
n'ait  qu'une  seule  valeur,  pour  un  m^me  systeme  de  valeurs 
de  X,  J*,  a  ^  car,  sans  cela,  il  serait  possible  quW  diit 
prendre  deux  des  formes  differentes  de  cette  fonction  dans 
les  Equations  des  deux  courbes  voisines.  Dans  ce  cas,  on  ne 
pourrait  supprimer  F  (a:,/,  a)  dans  la  seconde,  etles  va- 
leurs limites  de  x,  j^  seraient  celles  qui  rendraientegales  les 
deux  valeurs  de  cette  fonction. 

La  propriete  remarquable  qu'a  cette  courbe  d'etre  tan- 
gente  a  toutes  les  positions  successives  de  la  courbe  varia- 
ble, et  que  nous  avons  demontree  geometriquement,  peut 
^tre  etablie  comme  il  s^it  par  Ic  calcul.. 

I.  a4 
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En  effei,  si  de  Fequation  —  =  o,  on  tire  a  =  (f  (x^j), 

et  qu'on  substitue  ceite  valeur  dans  F  (x,  y,  a)  =  o,  on 

aura,  pour  Fequation  du  lieu  cherche, 

« 

Soil  Fequation  d'une  quelconque  des  courbes  variablps 

(2)  F(^,7,  «)  =  o. 

Ces  deux  courbes  (i)  et  (2)  ont  g^neralement  des  points 
communs,  d'apre§  la  generation  de  la  premiire*,  or  il  est 

facile  de  demontrer  qu'en  ces  points  la  valeur  de  — est  la 

meme  d'apres  les  deux  equations. 

En  effet,  Fequation  (i)  differentiee  donne 

dF       dY  df       dF/d9       <^?  ^r\  _ 
dx        dy  dx       d^  \dx       dy  dx) 

dF  .    ,  dF 

Mais  —  ne  differe  de  —  qu^en  ce  que  (f  ( a:,  y)  y  remplacc 

a,  et  y  (a:,  y)  est  precisement  la  valeur  de  a  qui  rend  nul 

—  ^  done —est  identiquement  nul  5  el  il  reste  pour  deter- 

;       dr     ,       ,     , 
miner  — J  d'apres  Fequation  (i), 

dV^       dFdy_^ 
dx        dy  dx 

Maintenant  Fequation  ( 2 )  differentiee  donne 

dF      £F^__ 
dx        dy  dx  ^'    ' 

equation  qui  ne  diflere  de  la  pr^edenle  qu  en  ce  que  a  y 
remplacey  (j:,  r).  Mais  pour  le  point  commun  aux  deui 
courbes,  on  ai  a  ==^<f  (x,y),  puisque  cette  equation  n'est 
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autre  que  —  =  o  :  done,  en  ce  point,  la  valeur  de  ~  est  la 

m^me  pour  les  deux  courbes  ^  done  eniin  la  courbe  variable 
est  constamment  tangente  a  la  courbe  fixe  qui  est  le  lieu 
de  ses  intersections  successives,  el  c'est  pour  cela  qu'on  a 
donne  a  celle  derniere  le  nom  de  courbe  enueloppe. 

Neanmoins  il  ne  faut  pas  croire  que  la  courbe  enveloppe 
soil  uecessairement  tangente  a  toutes  les  courbes  variables; 
cela  n'a  lieu  que  pour  celles  qui  sont  coupees  par  les  cour- 
bes infiniment  voi sines,  et  les  raisonnements  precedents  ne 
s'appliquent  qu  a  celles-la.  Or  ilpeut  arriver  quece  nesoit 
qu'entre  cerlaines  limites  de  la  constante  que  oette  inter* 
section  ait  lieu.  II  est  done  plus  exact  de  d^finir  la  courbe 
enveloppe  par  la  propriete  d^6tre  le  lieu  des  intersections 
successives  des  courbes  variables,  que  par  celle  d'etre  tan- 
gente a  qes  courbes  dans  toutes  leurs  positions. 

202.  Si  Ton  prend  pour  la  ligne  variable  la  normale  k 
une  courbe  donnee,  I'enveloppe  sera  le  lieu  des  centres  de 
courbure,  puisqu'on  a  demontre  qu'ils  sont  les  limites  des 
rencontres  des  normales  infiniment  voisines.  En  appliquant 
a  cette  question  la  theorie  qui  vient  d'etre  exposee,  il  est 
facile  de  voir  que  le  calcul  conduit  a  la  developpee.  En 
effet,  I'^quation  d'une  normale  quelconque  est 


i: 


y  est  uncfonclicm  connue  de  xf,  et  a/  remplace  ici  la  con- 
stante a.  Differentiant  cetle  Equation  par  rapport  a  a/,  il 
vient 

fix'^  dx' 

24. 
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d'ou 

X  —  x'  =z .,     , '- 


et,  par  suite, 


£te'» 


Ces  valeurs  de  cr  et  j*  sont  preeis^ment  celles  de  a  et  6  dii 
n^  257.  Pour  obtenir  T^quation  de  la  courbe  enveloppe,  il 
faudrait  eiiminer  od  entre  ce&  deux  equations,  apres  avoir 
prealablement  remplacej^  enfonction  de  a/  :  ce  qui  revient 
k  ^iminer  a/,  y  entre  ces  deux  equations  et  celle  de  la 
courbe  donn^e.  Ce  calcul  n^est  autre  que  celui  qui  est  in-* 
dique  n°  257  pour  obtenir  I'^quation  de  la  d^veloppee. 

Applications  des  theories  precedentes. 

263.  Parabole,  —  Soil  jc*  =  2  py ;  on  en  tire 

x^       dy X       d^  y 1 

"~  2/?       dx       p      dx^       p 

La  valeur  du  rayon  de  courbure  sera 


«=^  (■+?)' 


Les  coordonnees  du  centre  de  courbure- sefontdonnees  par 
les  equations 

\et 

/         x^\                            x" 
X  —  a  =  ar|H — -)      ou     a= 


» 

« 
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Eliminant  x  eiy  entre  ces  deux  equations  et  celle  de  la  pa- 
rabole,  on  trouve,  pour  ^nation  de  la  developpee, 


1      a 


6 — p:z=:\p^  (O, 

Cette  courb'e  a  un  rebr,oussement  du  premier  genre  au  point 
pour  lequel  a  =  o. 

Ellipse,  —  L' equation  a^y*  +  i*  x*  =  a*  i*  donne 

dj b^x       d^y b* 

dx  "^       a^y        dx^  a' j^ 

^= — Vh^ — 

Or,  en  designant  toujours  par  N  la  longueur  de  la  nor- 
male,  on  a 

done 

p  designant  le  demi*paraih^tre. 

On  trouverait  la  m^me  formule  pour  Thyperbole  et  la 
parabole.  Les  coordonnees  du  centre  de  courbure  seront 
donn^es  par  les  equations 

{a>y''-^b'x')y  ia' y^ -^  b' x")  x 

r-€=- — -^s '   ^--=  1^. 

Si,  au  moyen  de  T^uation  de  I'ellipse,  on  ^limine  x  de 
la  premiere  ,  et  ^  de  la  seconde ,  on  trouve ,  en  posant 

ou 

4  4 


b'^   -  d^  ^ 
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et,  subsiiluaoi  dans  Tequation  de  I'ellipse,  on  a,  pour  Te^ 
quation  de  la  d^veloppee, 


,1  »        2    »       * 


Inequation  de  la  d^veloppee  de  Thyperbole  serait 


a,    2  2l    3.  * 

b^  6  *  —  ^3  a.H  =-  _  ^T. 


EUe  se  deduirait  de  celle  de  Tellipse  en  y  changeant  V 
en  — ^  i* 

Cjrcloide,  —  L'equation  diff^^rentielle  de  la  cycloide  est 


dx^ 

Vt- 

-I,     d'oft 

a 

et, 

par  suite, 

^  _    —                         ■■ 

R  = 

2  \iiay  = 

2N, 

N  d^signant  la  norraale*,  d'ou  Ton  conclurait,  commepre- 
cedemment)  que  la  developp^e  d'une  cycloide  se  compose 
de  deux  derai-cycloides  identiques  a  la  premiere. 

On  pent  determiner  Taire  de  la  cycloide  en  la  conside* 
rant  comme  la  somme  des  parties  comprises  entre  les  rayons 
de  courbure  consecutifis* 

Soient  QH,  PR  [fig-  62)  deux  rayons  infiniment  voi- 
sins>  S  leur  point  de  concours,  et  PR  parallele  a  AA'^  le 

rapport  des  triangles  semblables  SLF,  SRP  est  -—9  dontla 

limite  est  7;  de  plus,  QRP  est  infiniment  petit  par  rapport 
a  ces  triangles,  ainsi  que  Taire  HSK.  Done  la  liniite  de  la 
somme  des  aires  LFPR,  depuis  A'  jusqu'a  A,  est  Taire 
comprise  entre  la  cycloide  AEA' et  sa  base;  et  la  limite  de 
la  somme  des  triangles  SLF  est  I'aire  comprise  entre  AA'  el 
les  arcs  AB,  A'  B  :  cette  aire  ajout^e  a  la  premiere  forme  le 
rectangle  construct  sur  A  A'  et  ia.  D'ailleurs  le  rapport  de 
LFPR  a  SLF  a  pour  limite  3,  puisque  le  rapport  de  SPR 
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a  SFL  a  poor  limite  4-  Done  Taire  de  la  cydo'ide  A£A'  est 
les  trois  qaarts  du  rectaugle  qui  a  pour  base  air  a  el  pour 
hauteur  2a,  et  dont  Taire  est,  par  consequent,  4^^** 

L'aire  de  la  cydoi'de  est  done  3ir  a',.ou  trois  fois  celle  du 
cercle  generateur. 

Spirale  logarithmique.  — Son  equation  r=^ae'^^  donnc, 
comme  on  Ta  vu  ci-dessus, 

do  </0» 


N  =flir'"^  v^  I  -+-/n»  =M0,  (fig.  91)  S^^ma^^^  =  AO. 
On  trouvera,  pour  le  rayon  de  courbure, 

R  =  a^'"^/r+^S     ou     R=MO. 

Le  centre  de  courbure  est  done  a  la  rencontre  de  la  nor- 
male  avec  la  perpendiculaire  menee  par  le  p6le  au  rayon 
vecteur. 
Si  Ton  pose 

Tequation  polaire  de  la  developpee  sera,  d'apres  ce  qui  pre- 
cede, 

r  =  mae 
On  peut  lui  donner  la  meme  forme  qu^a  la  proposee,  en 
comptant  les  angles  a  partir  d'un^  droite  faisant  avec  A^ 
un  angle  a  tel ,  que  Ton  ait 


m 
me 


Fequation  precedente  devient  alors 

La  developpee  d^unc  spirale  logarithm] que  est  done  une 
spirale  identique,  et  qui  co'inciderait  avec  elle,  si  on  la  fai- 
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sail  tourner  autour  du  p6l€^  d'une  quantite  angulaire  0^ 
esalea 

La  difference  des  deux  rayons  de  courbure  MO,  M(y 
^tant  egale  a  Tare  OC ,  de  la  developpee,  il  s'ensuit  que  si 
le  point  M'  tend  indeiiniment  vers  le  p6le,  ainsi  que  CK, 
Fare  0(y  se  rapprochera  indefiniment  d'etre  egal  a  MO. 

Ainsi  la  longueur  totale  de  Tare  d'une  spirale  logarith- 
mique  compris  entre  un  point  quelconque  O  et  le  p6le 
asymptote,  est  egale  a  la  tangente  OM  terminee  a  la  per- 
pendiculaire  au  rayon  vecteur  AO,  menee  par  le  p6le. 
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GHAPITRE  XII. 

TANGENTES,    ET   PLANS    NORMAUX   AUX    GOURBES   A 

DOUBLE    COURBURE.     PLANS    TANGENTS,    ET 

NORM  ALES   AUX   SURFACES   GOURBES. 


264.  line  courbe  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  dans 
un  m^me  plan  est  dite  a  double  courbure.  La  tangente  en 
un  quelconque  de  ses  points,  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  une  s^cante  qui  passe  par  ce  point  et  par  un  autre 
appartenant  aussi  a  la  courbe,  et  qui  se  rapproche  indefi- 
niment  du  premier. 

On  appelle  longueur  ctun  arc  la  limite  vers  laquelle  tend 
le  perimetre  d'un  polygone  inscrit,  lorsque  ses  c6tes  ten- 
dent  tous  vers  zero.  Cette  limite  est  ind^pendanie  du  mode 
de  division  de  Tare,  parce  que  les  rapports  des  elements 
correspondants  de  ces  polygones,  compris  entre  des  plans 
parallMes  infiniment  voisins,  ont  pour  limite  I'unit^. 

On  pourra  done  encore  prendre  la  corde  ou  la  tangente 
au  lieu  de  Tare  infiniment  petit,  et  la  differentielle  ds  de 
Tare  d'une  courbe  a  double  courbure  aura  pour  expression 


les  axes  de  coordonnees  etant  supposes  rectangulaires. 

Une  secante  passant  par  les  points  de  la  courbe  ay  ant 
pour  coordonnees 

X,  7,  z,     et     x-hAj?,    x-^^Xy     z4-Az, 

fait,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

^x       A/       Az 
Aj         Af  Af 
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cn  regardant  A  5  comme  ^gal  a  sa  corde,  ce  qui  ne  change 
pas  les  limites.  Leurs  signes  apprennent  si  la  drbite  dirigee 
du  premier  point  vers  le  second  fait  avec  les  axes  des 
angles  aigus  ou  obtus 

I-       I*     .        J  .  ax    dy    dz  ■, 

Les  limites  de  ces  expressions,  ou  -rr-t  -—-)  — -»  sont  les  co- 

*  ds    as    ds 

sinus  des  angles  que  fait  la  tangente  avec  les  axes. 

265.  Les  Equations  de  la  secante  passant  par  le  point 
pd ^  y^  z'  de  la  courbe  et  un  autre  point  infiniment  voisin, 
sont 

ckZ  iXZ 

As'  etant  I'accroissement  arbitraire  donne  a  2',  et  Aj/,  Ay 
les  accroissements  correspondants  des  coordonnees  de  la 
courbe.  Done  les  equations  de  la  tangente  seront,  en  pre- 
nant  ces  rapports  difr(§renliels  a  leurs  limites 9 

</z'  etant  un  accroissement  arbitraire  donne  a  x^  et  dxf,  df 
les  differentielles  des  fonctions  a/,  ^  de  z^. 

Si  la  courbe  est  determin^e  par  les  equations  de  ses  pro- 

djc         d'w 

jections  sur  les  plans  XZ,  YZ,  on  tirera  —  et  -^  de  cha- 

cune  d'elles. 

Si  elle  est  donneie  par  deux  equations  a  trois  variables 

F(a:,j,z)  =  o,    f[x,y,z)  =  o, 
pn  en  deduira 

dFdx^^dJ^_^dV_^         df^dx^      ^4/        #  _ 


da^  dz'         dy'  dz'        dz'  '      dx'  dz'        dy'  dz'        dz' 

jBt  il   faudra  lirer  de  ces   deux   equations   les  valeurs  de 
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^j  -pi  pour  les  reporter  dans  les  preeedenies,  ou  elimi- 

dx'    dy' 
ner  de  loute  autre  mani^re  -p,>  -7-,?  entre  les  quatre  ^ua- 

tions;  on  obtient  ainsi,  pour  les  equations  de  la  tangente, 
^F  dY  dV 

^.(— ')-^JCr-y)+f,(«-^')=o. 

Nous  verrons  plus  tard  que  ces  equations  ne  sont  autre 
chose  que  celles  des  plans  tangents  aux  surfaces  represen- 
tees par  les  deux  ^nations  donn^es,  et  dont  la  courbe  don- 
nee  est  rintersection. 

266.  Oij  appelle  plan  normal  celui  qui  est  perpendieu- 

laire  a   la  tangente,   au  point  de  contact.  Son  equation 

sera,  d^apr^s  celles  que  nousavons  donneesd'abord  pour  la 

tangente, 

da^  dy^ 

ou 

{x^a/)dx'  -^'{y  -^  y')df  -4- (2 -- z')  rfz' =  o.       . 

On  pourrait  parvenir  a  cette  mifeme  equation  en  cherchant 
le  lieu  des  droites  menees  par  le  point  a/,  y',  z' ^  perpendi- 
culairement  a  la  tangente.  Soient*,  en  elFet,  x^y^z  les  coor- 
donn^es  d'un  point  quelconque  d'une  de  ces  droites,  les 
cosinus  des  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes  sont  proportion- 
nels  aux  quantit^s  x  —  j/,  y — y\  z  —  z*  \  ceux  qui  se  rap- 
portent  a  la  tangente  sont  proportion nels  a  dy^ ^  dy*^  dz'  : 
or,  pour  que  ces  deux  directions  soient  perpendiculaires, 
il  faut  que  le  cosinus  de  leur  angle  soit  nul;  d'ou  r^sulte, 
pour  tons  les  points  du  lieu,  • 

{x  —  j:')£^'4-  [y  —  y')dy'  -+-(«  —  «')  ^2^  =  0. 

267.  On  pent  encore  obtenir  Tequation  du  plan  normal 
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^en  le  consid^rant  comme  la  limite  du  plan  qui  renferme  les 
points  communs  a  deux  spheres  ^gales  ayant  leurs  centres 
en  d£ux  points  de  la  courbe,  infiniment  voisins. 

Soient  a/,  j^,  z'  les  coordonnees  du  premier  point, 
0/4-  Ax',  /  4-  Ay,  sf  '\-  Lz'  celles  du  second,  et  R  le 
rayon  des  spheres  \  F^quation  de  la  premiere  est 

celle  de  la  seeonde  est 

(:f  —  a:'  —  A^')»+  (j  — /  —  A/)^  -|-(z  — «'  —  A5')»  =  R^ 

Elles  ont  lieu  en  m6me  temps  pour  les  points  conununs,  et 
si  on  les  soustrait  Tune  de  Tautre,  on  trouve,  en  negligeant 
les  infiniment  petits  du  second  ordre  et  substituant  les  dif* 
ferentielles  aux  differences, 

Cette  ^nation  ^tant  du  premier  degr^  est  celle  du  plan  qui 
contient  le  cercle  d' intersect! on  des  spheres,  pris  a  sa  limite, 
ou  du  plan  normal. 

Toute  ligne  situec  dans  le  plan  normal  est  dite  normak 
k  la  courbe. 

Tout  plan  passant  par  la  tangente  est  nomm^  plan  tau' 
gent  a  la  courbe. 

Plans  tangents  J  plans  normaux^  et  normales  aux  surfaces 

courbes, 

268.  Plan  tangent.  —  Une  tangente  a  une  surface  est 
la  limite,  vers  laquelle  tend  une  s^ca^temen^  par  un  point 
de  ceite  surface,  lorsqu'un  second  point  d'intersection  lend 
vers  le  premier. 

Ce  second  point  pouvant  tendre  d'une  infinite  de  ma- 
niires  vers  le  premier,  il  y  a  une  infinite  de  tangentes  a  la 
surface  en  ce  point  :  et  elles  ne  sont  autre  chose  que  les 
liangentes  aux  courbes  que  le  second  point  a  suivies  $urla 
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surface,  en  se  rapprochant  da  premier.  INous  aUons  d^aaon^ 
trer  que  le  Ilea  de  tootes  ces  tangentes  esl  un  plan,  et  noos 
lui  donnerons  le  noni  de  plan  tangent. 
Pour  determiner  j  en  general ,  le  lien  de  ces  tangentes  y 

soil 

Tequation  de  la  surfac^e. 
Les  equations  d'nne  tangente  quelconque  au  point  xf^ 

y,  zf  seront,  comme  nous  Tayons  tu, 

« 

les  quantites  --^9  -^  sent  indeterminees ,  mais  liees  entre 

elles  par  Tequation 

dj/         dy 

dans  laquelle  p  et  q  representent  les  deriTees  partielles 

{5?)'  V^)'  ^'"^^  ^®  Fequation  z=/(x,j).  En  effet, 
cette  demi&re  donne 

Az'  =:p^x'  ^^q  Ay  -f-  M  , 

a)  etant  indefiniment  petit  par  rapport  a  Ax',  A^,  As'^  et 
Ton  en  tire,  en  divisant  par  Az',  et  passant  aux  limites,  en 
regardant  x'^  y  comme  des  fonctions  de  jt, 

dx'         dy 

I  =p—^q  —     ou     dz'  z=ipd:^  -hqdy  y 

d'ou  Ton  voit  que  si,  au  lieu  de  regarder  dz'  comme  arbi-- 
traire  et  dxf^  dy  comme  des  differeritielles  d^termin^es  par 
les  equations  de  la  courbe,  on  considerait  rfy,  dy  comme 
des  accroissements  arbitraires,  dz'  serait  la  diflerentiellc 
du  z'  de  la  surface. 
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Si  Ton  ^limine  — ,  >>  — ,  entre  les  trois  equations  prece- 

denies,  on  aura  Tequktion  du  lieu  de  toutes  les  tangcntes. 
On  trouve  ainsi 

'  -  ^  TUT"  "^  ^  TT^^ ' 

el 

Cetle  equation  etant  du  premier  degre  par  rapport  a  x, 
J*,  z^  il  s'ensuit  que  le  lieu  des  tangentes  est  un  plan. 

L'equalion  du  plan  tangent  prend  une  autre  forme  quand 
Tequation  de  la  surface  est  de  la  forme 

et  non  resolue  par  rapport  a  z. 

On  d^lerminera  — ,  et  -7->  par  les  equations 
dY      d¥dz^_         dY_      d^^_ 

et  r^quation  du  plan  tangent  sera 

269.  Normale.  —  La  normale  est  la  perpendiculaire  aii 
plan  tangent,  menee  au  point  de  contact^  ses  equations 
seront  done 

dz'  dz' 

on 

rfF  ^F  dY  dY 

Plan  normal,  —  Si,  au  point  de  contact  d'une  tangente 
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a  une*  surface,  on  inene  mi  plan  perpendienlaire  a  cette 
ligne,  on  anra  nn  plan  normal  k  la  surface.  On  trouTera 
son  equation,  soil  en  partant  des  eqaations  d^nne  tangente, 
soil  par  Fintersection  de  deux  spheres  egales  dont  les 
centres  se  rapprochent  indefinintent.  De  cette  maniire  on 
aura  pour  Tequation  d'un  plan  normal  quelconcpie  au  point 

(jc — a:')  di' -H  (r—/)  rfy -♦-(»—»')«&'= o. 

EUe  est  ind^terminee  parce  que  les  differentielles  dbc',  rf^, 
dz!  ne  sont  assnjetties  qu'a  la  condition 

et  si  Ton  substitue  cette  yalenr  de  dJ^  on  obtient 

Cette  equation  changera  avec  le  rapport  que  Ton  ^tabiira 
entre  dxf^  d^^  et  representera  tous  les  plans  normaux  au 
point  donne. 

De  cette  equation  du  plan  normal  on  peut  d^uire  celle 
de  la  normale,  et  par  suite  du  plan  tangent.  En  effet^  on 
voit  qu  elle  est  satisfaite,  quel  que  soit  le  rapport  de  dy^  h 
flx\  si  Ton  pose  les  deux  equations 

^  —  ^  ■^■;jj,[^—-)  =  o,    J  — t   +— (5-s')  =  o. 

Done  tous  les  plans  normaux  se  coupent  suivant  une  m6me 
droite,  representee  par  ces  deux  Equations.  Cette  droite 
^tant  perpendienlaire  a  toutes  les  tangentes,  ces  demieres 
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sont  toutes  dans  un  m^me  plan,  ayant  pour  equation 

di!  dz' 

On  irouve  ainsi,  ind^pendamment  de  la  premiere  iti^thode, 
les  equations  du  plan  tangent  et  de  la  normale; 

Sur  la  distance  des  droites  successives  dun  systeme 

continu, 

270.  Si  Ton  considere  une  sdrie  de  droites  dont  les  equa- 
tions generates  dependent  d'une  constante  dont  la  valeur 
puisse  varier  arbitrairement  et  d'une  maniere  continue, 
la  plus  courte  distance  de  deux  de  ces  droites,  correspon- 
dantes  a  des  differences  infiniment  petites  entre  les  con- 
stantes,  peut^tre  du  m^me  ordreque  ces  differences,  oud'un 
ordre  different. 

L'objet  que  nous  nous  proposons  ici  est  de  determiner 
avec  plus  de  precision  qu^on  ne  I'a  fait  jusqu'ici  Tordre 
infinitesimal  de  cette  distance,  et  c'est  ce  que  nous  ferons 
au  moyen  d'une  remarque  curieuse  due  a  M.  Bouquet.  EUe 
consiste  en  ce  que,  si  dans  une  serie  continue  quelconque 
de  droites^  la  distance  de  deux  consecutix^es  est  generale- 
ment  d'un  ordre  supSrieur  au  premier,  elle  est  au  mains 
du  troisi^me. 

Soient,  en  effet, 

.r  =  fl?  -f-  a,     J  =  fcz  -+-  6 

les  equations  d'une  droite  quelconque  de  la  serie,  a,  5,  a,  o 
dependant  d'une  ccrtaine  constante  unique*,  Aa,  A 6,  Aa, 
AS  les  accroissements  des  constantes,  en  passant  a  une 
droite  infiniment  voisine,  faisant  partie  de  la  meme  s^rie: 
la  plus  courte  distance  o  de  ces  deux  droites  sera,  d'apris 
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one  formole  elementaire  oonnue, 

Aa  A6  —  A  bAst 


S=z 


Or,  on 


^Aa'  + A6'  +  (aA6  —  AAtf)» 


Aa  zzzda-h- d'a H :; rf* «  -h .  - . , 

2  2.3 

« 

2  2.3 

A  a  =:  aa  4-  — «*«  H =•  o'a 

2  2.3 

A=  £/6-f.i^6+-!_</56  4-..    - 

2  2.3 

il  en  resulte 

-+■  \ (dad'^-hd^d'a  -^dbd^a  —  dad'b)  + 

Or,  si  le  premier  terme  dadS  —  dbda  n'est  pas  nal,  le 
d&iominateur  de  3  etant  un  Infiniment  petit  da  premier 
ordre^  et  son  numerateur  du  second,  d  sera  da  premier 
ordre.  Si,  au  contraire,  on  a  constamment 

dad€  —  dbda  =  o, 

le  num^rateor  devient  d'un  ordre  plus  eleve  de  deux  uni- 
tes, parce  que  Fensemble  des  termes  du  troisieme  ordre 
n^est  autre  chose  que  la  moitie  de  la  difierentielle  de 
dad 6  —  dbda^  et  cette  demiere  quantite  etant  constam- 
ment nulle,  sa  differentielle  Test  aussi. 

D'ou  resulte  cette  consequence  remarquable,  que,  si  la 
distance  de  deux  droites  consecutii^es^  prises  dans  une 
serie  quelconque^  est  generalement  dun  ordre  infinitesi- 
mal superieur  au  premier^  elle  est  au  moins  du  troisieme. 

Le  theorime  que  nous  venons  de  demontrer  est  soumis, 
comme  presque  tons  les  autres,  a  des  exceptions  tr£s->parti- 
culiires  \  il  est  fonde  sur  des  developpements  generalement 

I.  25 
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possibles,  mais  qui,  pour  certains  points  singuliers,  pour- 
raient  devenir  illusoires. 

Application  aux  tangenles  a  une  courbe, 
271.  Les  equations  d'une  tangente  quelconque  sont 

On  a  done,  dans  ce  cas, 

Nous  prendrons  z'  pour  la  constante  qui  determine  la  posi- 
tion de  la  droite,  et  dont  a/,  y  sont  des  fonctions  d^apris 
les  ^nations  de  la  courbe. 
Cela  pos^,  on  aura 

da  flP j:'       db        d^x' 

dP'^'d^^     d^'^'d^^ 

da  ,d}x'       d^  .d*f 

dz'  dz'^^      dz'  d^^ 

et,  par  cons^uent, 

dadt  —  dbdoi  =  o. 

Done,  0n  general,  dans  toiUe  courbe  d  double  cow- 
bure^  la  plus  courte  distance  de  deux  tangentes  infininient 
"voisines  est  un  injiniment  petit  du  troisieme  ordre,  si  la 
distance  des  deux  points  de  contact  est  du  premier. 

Application  aux  normales  h  une  surface. 
272.  Les  ^nations  generates  d'une  normale  sont 

«  —  ^  =  — p(3  — «' j>  r— /=  —  ^  (« —  2'}f 

p  el^  designant  les  derivees  partielles  — >  —^* 
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Si  maintenant  on  conceit  une  conrbe  quelconque  sur  la 
surface,  en  etablissant  entre  x',  y\  z'  une  seconde  Equation 
au  moyen  de  laquelle  ces  trois  coord onnees  dependront 
d'une  seule  d'entfe  elles^  ou  de  toute  autre  variable  inde- 
pendante,  on  peut  se  proposer  de  determiuer  cette  courbe 
de  maniere  a  ce  que  la  plus  courte  distance  de  deux  nor- 
males,  correspondantes  a  des  valeurs  infiniment  voisines  de 
la  constante,  c'est-a-dire  k  deux  points  infiniment  voisins 
de  la  courbe,  soit  un  infiniment  petit  du  troisieme  ordre, 
la  distance  de3  deux  points  etant  du  premier. 

Dans  le  cas  actuel,  on  aura 

et  Tequation  dadZ  —  dhdct  devienl 

[dy  '^qdz^)dp=  [djt/  -{'pdz!)dq. 

Eo  remplafant  dz'  par  sa  valeur  pdx!  +  qdy^  et  formant 
les  di£f(6rentielles  dp^  dq^  d'apres  Les  d^rivees  partielles 

Ji?  ^  ^  ^-T^que  nous  designerons  par  r,  5,  f,  cette 

equation  devient 

-I- j?^r —  *  (i +/>')  =  o. 

Cette  condition,  jointe  k  celle'de  la  surface,  determine  les 
courbes  jouissant  de  la  propridt^  demand^e,  et  que  Ton 
nonuneZi^n^^  de  courbure  de  la  surface.  Nous  revieadrons 
sur  ce  point  quand  nous  aurons  etudie  les  ^nations  diffe- 
rentielles.  Nous  nous  bornerons  a  remarquer  que  I'equation 

donnant  deux  valeurs  pour  -^y  il  y  a  en  chaque  point  de  la 

surface  deux  directions  jouissant  de  la  propriete  en  ques- 
tion. 


25. 
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CHAPITRE  XIIL 

PLAN  OSCULATEUR  D'UNE  COURBE.  CERCLE  OSCULA- 
TEUR.  ANGLE  DE  CONTINGENCE.  ANGLE  DE  TORSION. 
SURFACE  POLAIRE.  CENTRE  DE  LA  SPHJIRE  OSCULA- 
TRICE.  CONTACTS  DES  COURSES  A  DOUBLE  COUR- 
BURE.  DISvELOPPISeS  DE  CES  COURBES.  CONTACTS 
DES   SURFACES. 


273.  Plan  osculateur,  —  On  appelle  ainsi  la  limite  vers 
laquelle  tend  le  plan  qui  passe  par  trois  points  d'une 
courbe,  qui  tendent  ind^finiment  a  se  reduire  a  un  seul. 
Soient  x^^y'^  z'  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  de 
la  courbe,  yi  4-  Aa/,  y^  -+-  Ay,  -z'  +  A  z',  celles  d'un  point 
infiniment  voisin,  et a/-+-  2  Ao/  -I-  A* a/,  j^' 4-  2  Ay'-l-  A*jy, 
z'-+-  a  A-z'  4-  A*  z'  celles  d'un  troisi&me  point  de  la  courbe; 
les  difF<£rentielles  etant  d^terminees  d'apr&s  les  accroisse- 
ments  egaux  d'une  variable  quelconque,  dont  od^y^  2!  sent 
des  fonctions  determin^es. 

Tout  plan  qui  passe  par  le  premier  point  a  pour  equa- 
tion 

pour  qu'il  passe  par  les  deux  autres,  on  aura  les  conditions 

et  pour  le  plan  limite  ces  Equations  auront  lieu  entre  les 
difr(£rentielles 

cIt',     iiy,     dz',     d^x\     d^fy     d^zf. 
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Les  valeuTs  dc  a  el  b  tirees  de  ces  deux  equations,  et 
reportees  dans  celle  du  plan,  donnent  Tequation  du  plan 
osculateur,  qui  esl 

-h  {z  —  z')(dx'dY ^  dy  d^j/)  ==o. 

274.  Si  Ton  cherchait  la  limitc  des  plans  passant  par  la 
tangente  en  un  point  d*une  courbe,  et  par  un  autre  de  ses 
points  tendant  vers  le  premier,  il  est  facile  de  voir  qu*on 
retrouverait  le  plan  osculateur. 

En  effet,  les  equations  de  la  tangente  sont 

—  ^  =  %i'-n    r-y'  =  %(—»'), 

et  le  plan  dont  Fequation  est 

«  — a'=a(ar— x')-h^(^  — r') 

contiendra  cette  tangente,  si  Ton  a 

dx'  dy 

I  =  «  TT  4-  ^  -r-,  J      ou     di'  =  adx!  -+-  hdy^ 
dz*  dz' 

ou,  prenant  t  pour  variable  independante, 

dz'  da/       ^  dy 

di  dt  ^      dt 

Pour  que  ce  m^me  plan  passe  par  un  point  ayant  pour  coor- 
donnees  af-h  Ajs/,  y-i-  Ay,  z'+  Az',  il  faudra  que  Ton 
ait 

Mais  bn  ne  pourra,  dans  cette  equation,  n^gliger  les  termes 
du  second  ordre,  parce  que  tous  ceux  du  premier  disparais- 
sent,  en  vertu  de  Fequation  pr^c^ente. 

En  effet,  si  Ton  d^veloppe  les  difSirences,  el  qu*on  se 
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borne  au  second  ordre,  on  aura 

Az  =-7-  A/H — -— h'  •  •  • 

dy'  dW  A/' 

da/  d^x' LO 

Ax=  -7-  Af  H T-i 4-. . . . 

dt  di^     7, 

Substituant  dans  T^quktion  ci-dessus,  les  termes  qui 

renferment  Af  au  premier  degrd  disparaissent,  et  il  reste, 

en  negligeant  les  infiniment  petits  du  troisi&me  ordre,  et 

J.  .                 A/> 
divisant  par 9 

do  di^  dt^  ^         J 

Les  coefficients  aexh  sont  done  determines  par  les  m6mes 
equations  que  precedemment,  et  Ton  trouve  Tequation  du 
plan  osculateur. 

On  trouverait  encore  le  m^me  plan  en  chercbant  la  limite 
de  celui  qui  passerait  par  une  tangente  et  une  parallele  a  la 
tangente  infiniment  voisine. 

275.  Angle  de  coniingence,  —  On  appelle  ainsi  Tangle 
de  deux  tangentes  infiniment  voisines,  ou,  pour  parler  ri- 
goureusement,  une  quantite  dont  le  rapport  a  Taccrois- 
sement  de  la  variable  ind^pendante  soit  ^gal  a  la  limite  du 
rapport  de  Tangle  des  tangentes  a  ce  meme  accroissement. 
Ces  tangentes  n'etant  pas  dans  un  m^me  plan,  leur  angle 
est  celui  de  deux  droites  qui  passeraient  par  un  m^zne 
point  et  ieur  seraient  paraJleles.  Soient  a^  b^  cles  cosinus 
des  angles  formes  avec  les  axe$  par  la  premi&ne  tangente, 
et  a  tI-  Atf,  b  +  Ai,  c  4-  Ac  ceux  qui  se  rppporlent  a  la 
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seconder  le  cosinus  de  Tangle  a>  de  ces  deux  directions  sera 

cosu  =  a^4-  ^^4-  c'-f-aAa  -h  iA6  4-  cAc 
=:i  +  aAA+^A6  +  cAc, 

De  Tequation 

on  tire 

2aAa4-2ftA^  +  2cAcH-Art*4-A^*-hAc*  =  o; 

done 

.      oA        Afl*+A6*4-Ac^ 

I  —  cos  »  =  2  SID*  -  == • 

2  2 

Si  I'on  remplace  sin  &>  par  co,  et  les  differences  par  les 
differentielles,  o>  sera  ce  que  nous  ayons  appel^  Tangle  de 
contingence,  et  Ton  aura 


On  pourrait  encore  etablir  cette  formule  par  des  consid^ 
rations  g^ometriques. 

Menant  MB  (;fig,  92)  paralUle  k  la  seconde  tangente, 
et  prenant  MA  =  MB  =  i,  on  a 

arcAB  =:(k>. 

Projetant  le  triangle  rectiligne  MAB  sur  les  trois  axes,  et 
appelant  X,  fi^  y  les  angles  de  la  direction  AB  avec  les  direc- 
tions positives  de  ces  axes,  on  pourra  ^crire 

c/a  =:  u  cos  > I      £f6=rucOSpy      dczs  a  COSVy 

oA  =  Jda^  +  db^  4-  dc^y     ms^  r=r  y 

sJda^-\-db^-{-de^ 

db  dc 

COSfA=  ■  <       COSV  = 


\/da*  -h  db'  -h  dc^  s/da^^db'-^dc^'' 

Cela  fait  connaitre  Tangle  de  contingence  et  les  cosinus 
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des  angles  de  la  direction  prise  du  point  M  vers  le  centre 
de  courbure. 
Or  on  a 


d'ou  Ton  tire 


dx  dr  dz 

as  ds  ds 


dsd^x  —  dxd^s  .        dsd^y  —  dyd^s 

'^  =  — d? — -'  '^*= — d? ' 

dsd^z —  dzd^s 

dc  = '- ; 

ds^  ' 

substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  a>,  et  observant  qu^on  a 

ds^  =z  da^ -^  dj^ '\'  dz^f 
dsd^s  =  dxd^x  -h  dyd^jr  +  dzd^  z , 
on  obtiendra 

6)  =  ^  ^d'a^-^d^X^-hd^z^-^d^sK 

On  pent  faire  disparaitre  d*sde  cette  expression,  en  tirant 
sa  valeur  de  Tequation  precedente  :  on  trouve  ainsi,  toute 
reduction  faite^ 

276.  Si,  au  lieu  de  chercher  Tangle  de  deux  tangentes 
en  des  points  M,  M'  infiniment  voisins  {fig»  93)^  on  clier- 
cbait  Tangle  de  la  corde  MM'  avec  la  corde  M'M'^,  en  sup- 
posant  les  deux  points  M'  M''  correspondants  aux  accroisse- 
ments  ^aux  d'une  variable  quelconque  t^  on  trouverait  la 
m&me  expression  pour  Tangle  TM'M''.  En  efTet,  les  cosinus 

des  angles  de  MT  avec  les   axes  sont  les  rapports  — ,» 

A  V        A  z 

jrrrj7>  Tjpgn^  ct  diflercnt  de  quantites  infiniment  petites,  de 
leurs  limites  respeciives  j~>  ^'  j"*  Lc  changement  de  t 
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en  /  +  i2r  donnera  done  les  memes  accroissemenis  dans  lea 
uns  et  les  autres,  en  n^ligeant  les  quantites  d^nn  ordre  sur 
perienr  a  celni  des  accroissements.  H  est  done  inutile  de 
recommencer  ici  les  calculs  precedents;  et  la  Taleor  de 
TM'AF  aura  la  m^me  exj^^ession  qne  celle  de  Tangle  de 
contingence  ». 

277.  Cercle  osculateur.  —  Dans  les  courbes  a  double 
courbore^  comme  dans  les  courbes  planes,  nous  appellerons 
cercle  osculateur  la  limite  du  cercle  qui  passe  par  trois 
points  infiniment  voisins  \  ce  cercle  limite  se  trouvera  evi- 
demment  dans  le  plan  osculateur. 

Soient  M  (fig>  94)  un  point  quelconque  de  la  courbe; 
M',  M^  des  points  qui  s'en  approchent  indeGniment;  O  le 
point  de  rencontre  des  perpendiculaires  men^s'par  M,  M^ 
a  ces  deux  cordes,  dans  le  plan  qui  les  contieut :  M'O  sera 
le  diametre  du  cercle  passant  par  M,  M',  AF.  L^angle  O  a 
pour  mesure  Tare  de  cercle  MM'M''^  divise  par  le  diametre 
IVrO.  Or  on  peul  substituer  a  cet  arc  celui  de  la  courbe,  ou 
2A5-+- A'5. 

o  A  c 

On  aura  done  M'O  =  -rr-  en  negligeant  A*5, 

Mais  Tangle  O  est  egal  a  TM'M'^  qui  pent  fetre  remplace 
par  Tangle  de  contingence  o)  relatif  a  Tare  Aj.  On  aura 

ainsi,  en  designant  par  R  le  rayon  du  cercle  osculateur, 

ds 
R=  — 5  d'ou,  en  remettaot  pour  eo  Tune  ou  Tautre  des 

deux  expressions  donn^es  prec^emment,  on  tire  les  for- 
mules  rigoureusement  exactes 


et 


R  = 


^{dyd^z^  dzd*ry-i-{dzd*x—  dxd^sy -^  {dxd^j  -  4rrf«*)« 
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278.  Angle  de  torsion,  — •  On  appelle  ainsi  Tangle  de 
deux  plans  osculateurs  cons^cutifs^  on,  pour  parler  plus 
exactement,  la  differentielle  correspondante. 

Soient  a^  6,  y  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  nor- 
male  a  un  plan  osculateur;  on  aura,  d'apr^s  requation  de 
€c  plan,  Xy  y^  z  dtant  les  coordonnees  du  point  de  la 

courbe,  *  • 

dyd^z  —  dzd*Y 
cosa  =  -: ^? 

*  ^       dtd^x  —  dxd^z 
cos  6  =  > 

dxd^y  —  drd^x 

•  cos  7  = ■■  ■  ■  y 

en  posant 

La  normale  au  plan  osculateur  infiniment  voisin  fera  avec 
la  pr^c^dente  un  angle  ^gal  a  celui  des  deux  plans ;  si  on 
le  designe  par  U,  on  aura,  par  un  calcul  semblable  a  celui 
qui  a  donne  Tangle  de  contingence, 


U  =  v'l^^.cpsaj'-h  (e/,cos6)'  -f-  [d.  cos7)^ 

Mais  il  faut  Tohtenir  en  fonction  des  difFerentielles  de  x, 
J'^  z\  pour  cela,  posant 

dyd^ z  —  dzd^x  =  X ,      dzd^x--  dxd^z  =r  Y, 

dxd^jf  —  djrd'^x  =  Z, 
d'ou 

dyd^  z  —  did*  y  =  rfX  y     dzd^x  —  dxd^z  =  ^  Y, 
dxd^jr  —  dyd^x  r=r  e/Z , 
on  trouvera 

^(YdZ-ZrfY)*-h(ZrfX-X<fZ)«-^(X<<Y- YiiX)' 
_,  X»H-Y*-i-Z« 
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Mais  on  a 

dx  dy  dz 

z=2dx[d^  yd^z  —  ^zt^f)  +  ^>'  [d^z^x -^  d^xd^z) 

•hdzid'xd^X^d'Xd^x). 
Done 

11  n'y  a  pas  lieu  de  rcpr^senter  cette  seconde  courbure  par 
celle  d'un  cercle  qui  se  presenterait  aussi  naturellement  que 
le  cercle  osculateur  qui  mesurc  la  premiere. 

On  trouverail  la  m^me  expression,  en  n^gligeant  uno 
quantitc  infiniment  petite  par  rapport  k  elle-m6mef  on 
consid^rant  trois  c6t^s  cons^cutifs  d'un  polygone  infinitdai- 
mal  inscrit,  et  cherchant  Tangle  que  le  plan  dcs  deux  pre- 
miers  fait  avec  le  plan  du  deuxi^me  et  du  troiaiime. 

279.  Si  le  rayon  de  la  premiere  courbure  est  infini  pour 
tous  les  points  d'une  ligue,  tons  les  c6t^  du  polygone  infi- 
nitesimal inscrii  dans  cette  ligne  sontdans  le  prolongemont 
les  unsdes  autres,  et,  par  consequent,  cette  ligne  estdroilo. 
La  condition  pour  qu'une  ligne  soil  droite  pourraic  done 
s^exprimer  par  l'<^quation  differentielle 

(  djr<Pz  —  dzd'^yj  -f-  [dzd}x  —  dxcPz)^  +  [dxd}  y  —  dyd'^x)^  — o, 

d'ou  Ton  tire  les  trois  equations 

djd^ z  —  dzd^j  =  o,    dzd*x  —  dxd*  2  =  0)     dxd^y  —  dyd*  x=:  th 

ou  encore 

dz  .  dx  ,  dr 

''•^=°'  ''•T,=°'  ''•s=''' 


d'ou  Ton  conclut 


dx  dy       , 
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aetb  etanl  des  constantes  arbitraires.  Et  comme  aetb  sont 
les  derivees  de  az  et  bz ,  il  suit  d'une  proposition  demon- 
tree  precedemment,  que  les  fonctions  x  etjr  ne  peuvent  fetre 
que  de  la  forme 

a  et  S  designant  des  constantes  arbitraires.  On  retombe 
ainsi  sur  les  equations  generales  de  la  ligne  droite. 

Si  la  seconde  courbure  est  nuUe,  tous  les  plans  oscula- 
teurs  se  confoudront,  et  la  courbe  sera  plane.  La  condition 
pour  qu'une  courbe  soit  plane  est  done  exprimee  par  I'Ajua- 
tion  difjf(£rentielle 

dx  {d^yiP z  —  d^zd^x)  4-  dy  [d^zd^ x  —  d}xd?  z) 
-I-  dz  (iPxd^x  —  d^yd^x)  =  o  , 

^nation  qui  se  reduit  a 

d^yd?z  —  rf"  zd^y  ==  o , 

si  Ton  prend  x  pour  variable  ind^pendante. 

On  verifie  bien  facilement  que  cette  relation  existe  pour 
tous  les  points  d'une  ligne  situ^e  tout  entiire  dans  un  plan. 

280«  Surface  polaire.  —  Si  Ton  con9oit  un  polygone 
infinitesimal  inscrit  dans  una  courbe  a  double  courbure, 
et  qu'on  ^leve  des  plans  perpendiculaires  au  milieu  de  ses 
c6tes  successifs,  la  ligne  d'intersection  de  deux  de  ces  plans 
cons^cutifs  sera  le  lieu  des  p6les  du  cercle  passant  par  les 
trois  sommels  correspondants  du  polygone;  et  sa  limite 
sera  le  lieu  des  p6les  du  cercle  osculateur,  yers  lequel  tend 
le  cercle  variable. 

II  est  facile  de  reconnaitre  d'ailleurs  que  Ton  trouverail 
la  m^me  ligne  en  cherchant  la  limite  de  Tintersection  de 
deux  plans  normaux  cons^cutifs. 

Si  I'on  agit  de  la  m6me  maniire  en  tous  les  points  de  la 
courbe  donn^e,  on  obtiendra  une  suite  de  lignes  polaires 
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qui  formeront  une  surface  qu'on  nomme  surface  polaire, 
Elle nest  autre  chose  que  le  lieu  des  centres  des  spheres 
limite  de  cellesqui  ont  trois  points  infiniment  yoisins,  com^ 
muns  avec  la  courbe.  Cette  surface  est  developpable ;  car 
elle  est  la  limite  d'une  surface  qui  se  compose  d'elements 
plans  ind^finis  compris  entre  les  deux  intersections  succes- 
sives  de  trois  plans  cons^cutifs.  Deplus,  ces  Elements  plans 
ont  pour  limite  deleurs  directions,  celle  des  plans  tangents : 
done  tons  le  plans  normaux  a  la  cournb  sont  tangents  a  sa 
surface  pol  aire,  et  cette  demi&rc  peut  ^tre  consideree  comme 
la  surface  enveloppe  de  ces  plans. 

281 .  Sphkre  osculatrice.  —  On  d^signe  sous  ce  nom  la 
limite  des  spheres  qui  ont  avec  la  courbe  quatre  points  com- 
muns  qui  se  rapprochent  indefiniment.  Le  centre  de  la 
sphere  passant  par  quatre  sommets  cons^cutifs  du  polygone 
inscrit,  est  k  la  rencontre  des  deux  droites  suivantlesquelles 
se  coupent  les  trois  plans  perpendicul aires  aux  trois  c6te3 
cons^cutifs  du  polygone ;  c'est  le  point  commun  k  deux 
droites  polaires  consecutives. 

Les  centres  de  ces  spheres  successives  determinent  un 
polygone  qui  tend  vers  une  courbe  dont  les  droites  polaires 
sont  les  tangentes  ^  cette  courbe  est  done  Tenveloppe  des 
polaires.  Elle  est  aussi  Tar^te  de  rebroussement  de  la  sur- 
face developpable,  lieu  de  ces  polaires,  c'est-a-dire  de  la 
surface  polaire. 

282.  Equation  de  la  surface  polaire,  —  Cette  surface 
est  le.lieu  des  intersections  successives  des  plans  normaux, 
ou  encore  des  normales  a  la  courbe  donnee.  Or  T^quation 
d'un  plan  normal  quelconque  est 

(i)        (x~x')rfx'-f.(r— /)<//-+-(«  — »')<&' =  0. 

Si  Ton  donne  a  la  variable  independante  /,  dont  on  regarde 


n 
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ocf^y^  7!  comme  des  fonctions  connues,  un  accroissement 
infiniment  petit  At,  et  que  Ton  considere  le  plan  normal, 
au  point  voisin  qui  en  r^sulte,  son  Equation  se  composera 
des  memes  termes  que  la  pr^dente,  plus  les  termes  r^ul- 
tant  du  changement  des  quantity  ^9  J^9  ^f  ^^^  ^-i  ^^'* 
Les  premiers  termes  s'annulent  pour  les  points  communs 
aux  deiix  plans,  et  il  reste,  en  n^ligeant  ceux  du  troisieme 
ordre  et  passant  Wltl  dififerentielles, 

Les  equations  (i)  et  (2)  ont  done  lieu  entre  les  coordon* 
nees  x^  y^  z  de  tons  les  points  d'une  des  generatrices  de  la 
surface  polaire. 

Done  on  aura  Tequation  de  la  surface  polaire,  en  elimi- 
nant  od^  y\  z*  entre  les  ^nations  (i),  (a)  et  celles  de  la 
courbe  donnee. 

283.  Centre  de  la  sphhre  osculatrice,  —  Ce  centre  est 
la  limite  du  point  de  rencontre  detrois  plans  normaux  con- 
secutifs,  ou  de  deux  droites  suivant  lesquelles  se  coupent 
les  deux  premiers  et  les  deux  derniers  de  ces  plans.  L'une 
est  representee  a  la  limite  par  les  deux  Equations  (i),  (a); 
Taut  re  par  ces  equations  augmentees  deleurs  different!  elles. 
Pour  la  limite  du  point  commun  aux  deux  droites,  les  dif- 
ferentielles  des  equations  (i),  (2)  par  rapport  k  af^  y, 
2/,  db/y  • .  •  9  seront  done  nuUes,  et  il  en  resultera  cette 
nouvelle  equation 

(3)  {;p  —  a:')rf*x'  4-  Cr  — y)  rf»y  -H (»—»') rf*«'— 3 rff'ciViso. 

Les  equations  (i),  (2),  (3)  donnent  le  centre  de  la  sphere 
osculatrice  correspondante  au  point  (j/,  y,  J\\  et  Ton 
aura  les  equations  du  lieu  de  ces  centres ,  ou  de  Par^te  de 
rebroussement  de  la  surface  polaire,  en  eliminant  j/,  y,  V 
entre  ces  trois  equations  et  celles  de  la  courbe  donnee;  d'oii 
il  resulte  deux  equations  ei^tre  x^  y^  z. 
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284.  II  est  facile  de  reconnaitre,  au  moyen  des  equa- 
tions (1),  (a),  que  tout  plan  normal  k  la  courbe  est  tan- 
gent a  la  surface  polaire.  En  effet,  considerons  sur  cettc 
demiire  an  point  quelconque  infiniment  voisin  de  celui 
qui  a  pour  coordonnees  x^jr,  z  et  qui  se  trouve  dans  le  plan 
normal  determine  par  Tequation  (i).  Soient  consider^s  dbr^ 
dy^  dz  comme  les  differences  de  leurs  coordonnees  :  les 
Rations  (i),  (2)  sont  satisfaites  par  les  coordonnees  du* 
premier  point  \  et  elles  le  seront  par  celles  du  deuxiemc,  si 
Ton  consid&re  le  plan  normal  infiniment  voisin  qui  passe 
par  ce  deuxiime  point. 

Or,  si  Ton  donne  a  x^y^  Zy  xf^y^  z!  les  accroissements 
correspondants  dx^  dy^dz^  dx\  dy^^  dJ^  dans  requa** 
tion  (i),  il  restera,  en  vertu  de  Tequation  (a), 

dxd£  -Jfdydy*  H-  dzdz*  =  o. 

Mais  la  droite  qui  joint  les  deux  points  pris  sur  la  sur- 
face polaire,  et  fihit  par  lui  ^tre  tangente,  fait,  avec  les 
axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  a  dx^ 
dy^  Jz;  1  equation  precedente  prouvedonc  que  cette  droite 
est  perpendiculaire  k  la  tangente  k  la  courbe  au  point 
(a/,  y,  z'),  et  que,  par  consequent,  elle  est  situ^e  dans  Ic 
plan  normal,  au  m^me  point  de  cette  courbe,  puisqu'elle  a 
d^ja  le  point  {^x^  y^  z)  commun  avec  ce  plan. 

2188.  Centre  de  courbure.  —  Le  centre  du  cercle  oscu- 
lateur,  ou  le  centre  de  la  premiere  courbure,  so  trouve 
dans  le  plan  osculateur,  et  sur  la  droite  polaire  du  point 
que  Ton  considire  sur  la  courbe.  On  aura  done  ses  coor- 
donnees en  cherchant  les  .valeurs  de  x,  y^  z  qui  aatisfoni 
aux  equations  * 

{x^a/)dj/  ^{y^y)d/  4- (»-*')'&'  =0, 

+  (z— j')  (dx'd>y—dy  r/v)  =  o. 
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Ces  valeurs  de  x^y^  z  sont  donnees  par  les  formules  sui- 
vantes  : 

r—/=~^[rf«'(^i?'  dy—dyd»a/)  —  dz'  (dyei^z'-^dz'  ^/)], 
x-  x' =^[^*'  (ifc'flpx'  ->  da'd'z')  -^df  (dx'  d'y-^dy  d'jc')], 

R  d^signant  le  rayon  de  courbure,  dont  ]a  yalenr  est 


R  = 


Si ,  au  lieu  de  determiner  les  coordonnees  du  centre  de 
courbure,  on  voulait  les  equations  du  lieu  de  ces  centres, 
il  suffirait  d'eliminer  j/,  j^,  zf  entre  les  trois  premiires 
Equations  et  celles  de  la  courbe  donnee;  les  deux  Equa- 
tions r^sultantes  entre  x,  y,  2  seraient  celles  du  lieu  de- 
mandE. 

286.  Contact  des  courbes  a  double  courbure.  —  Cette 
tbeorie  est  semblable  k  celle  que  nous  avons  donn^  pour 
les  courbes  planes ;  seulement,  au  lieu  de  couper  les  courbes 
par  des  droites  paralliles  a  un  axe,  il  faudra  les  couper  par 
des  plans  paralliles  a  Tun  des  plans  coordonn^s,  par 
exemple  an  plan  x^y.  Ainsi,  lorsque  deux  courbes  auront 
un  point  commun  xf^y^  z\ei  qu'en  les  coupant  par  un  plan 
parallile  k  un  plan  x^y  el  situE  a  une  distance  infiniment 
petite  dz  du  point  commun,  la  distance  des  deux  points 
ainsi  obtenus  sur  ces  courbes  sera  infiniment  petite,  de 
I'ordre  n  -+-  i,  on  dira  que  les  courbes  ont  un  contact  de 
I'ordre  n.  On  reconnait  facilement  que  Tordre  de  cette  dis- 
tance infiniment  petite  est  le  m^me  pour  des  plans  coor- 
donn^s  quelconques,  pourvu  que  les  tangentes  a  ces  courbes 
au  point  commun  nc  soient  pas  paralUles  au  plan  secant. 
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La  projection  d^une  droite  sur  nn  plan  etant  ^gale  au  pro* 
duit  de  cette  droite  par  le  cosinus  de  son  inclinaison  sur  ce 
plan,  le  rapport  des  longueurs  de  la  droite  et  de  sa  projec- 
tion a  une  limite  finie,  si  la  limite  de  cette  droite  ne  fait 
pas  un  angle  droit  avec  le  plan.  Done  les  trois  projections 
ordiogonales  d'une  droite  variable  de  grandeur  et  de  direc- 
tion sont,  en  general,  des  grandeurs  du  mfeme  ordre  que 
cette  droite ;  et  il  en  est  toujours  ainsi  pour  deux  de  ses 
projections  au  moins  :  il  ne  pent  y  avo^r  qu'uue  d'entre 
elles,  au  plus,  qui  soit  infiniment  petite  par  rapport  a  cette 
droite.  D'ou  il  suit  que,  pour  que  deux  courbes  a  double 
courbure  aient  un  contact  de  Tordre  n,  il  est  necessaire  et 
suffisant  que  deux  de  leurs  projections  aient  un  contact  de 
cet  ordre;  ce  qui  ramine  k  la  theorie  du  contact  des  courbes 
planes.  Ainsi  les  conditions  pour  que  ce  contact  ait  lieu 
au  point  dont  les  coordonnees  sont  a/j  /^,  2',  consistent  en 
ce  que  pour  la  yaleur  z!  de  z,  les  quantites 

dx       dy       d}x        d}y  d'^x       fi^y 

'     ^       dz        dz        dz^         dz*  dz"         dz* 

aient  les  m^mes  valeurs  d'apr^  les  equations  de  ccs  deux 
courbes*  On  obtiendra  done  encore  la  courbe  osculatrice 
d'one  esp^ce  donnee,  en  determinant  les  coefficients  de  ses 
equations  de  maniire  qu'il  en  resulte  le  plus  de  d^rivees 
communes  avec  la  courbe  donn^,  a  partir  des  premieres. 
Si  les  projections  sur  un  plan  avaient  un  contact  plus  eleve 
que  les  projections  sur  un  autre,  il  suit  de  ce  qui  pr^cide 
que  le  moins  ^lev^  des  deux  exprimerait  Tordre  du  contact 
des  deux  courbes  propos^es. 

287.  Droite  osculatrice.  — Les  equations  g^nerales  d'une 
droite  etant 

x  t=:  az  +  «9     y  z=Lbz-\-^, 
I.  26 
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les  ^quationx  qui  d^termineront  a,  a,  6,  6  seront 

les  ddrivees  -r-.?  -t->  et£tnt  tiroes  des  Equations  de  la  courbe 
donnee.  La  droite  oscul«itrice  a  done  pour  equations 

oe  6ont  celles  que  nous  i^vons  d^c^  trouv^es  pour  la  Un* 
gente. 

288.  Cercle  osculat^ur.  —  Les  equations  les  plus  com- 
modes pour  la  determination  d'un  ceroid  d^uis  I'espace  sent 
celles  d'une  sphere  et  d'un  plan*  SoicAt  done  lea  equations 
g^n^rales  du  cercle 

(i)  (z-7)^(r-6)»-+-(x-«)»  =  R», 

(a)  »-4-««4- ^j  4-<?  =  o; 

difTerentiant  deux  fois  ces  Equations,  en  consid^rant  xex  j 
comme  fonctions  de  z^  et  les  autres  quantites  commecon- 
stantes,  on  aura  les  Equations  suivantes  : 

(3)  (*-7)-+-Cr-6)^  +  (4:-.a)^  =  o, 

(5)  ,+«^+i^  =  o. 

On  remettra  dans  ces  six  Equations,  au  lieu  de  x,  y^  z,  les 
coordonnees  du  point  donne  de  la  courbe,  et  Ton  rempla- 
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cera  toates  led  d^riv^  par  celies  que  donneront  l^s  4qnsi* 
tions  ie  cette  m^me  courbe.  On  en  d^uira  les  valeurs  de 
six  des  constantes  a,  &,  c,  a,  S,  y,  R,  et  il  en  restera  une 
ind^termin^,  parce  qu'on  pent  faire  passer  une  infinite  de 
spheres  par  un  m^me  cercle. 

Les  coefficients  a,  h^  c  sont  enfi^rement  determines,  et 
Feqaalion  du  plan  derient,  en  d^signant  par  j/,  y^  z'  les 
coofdonnees  du  point  donne, 

(z  -  z')  {dx"  d^x'  —  dy'd'se)  —  dz'  d' y' [x  —  j/) 

-h  rf©' ^/'j/ (^' — y ) = o. 

Cette  equation  n'est  autre  chose  que  celle  du  plan  oscula- 
teur,  dans  laquelle  z  est  pris  pour  variable  independante. 
Les  equations  (3),  (4)9  dans  lesquelles  on  regardera  a,  6,  7 
comme  variables,  representent  deux  plans  qui  sont  perpen- 
diculaires  au  plan  (2),  en  vertu  des  Equations  (5),  (6).  Les 
centres  des  spheres  sont  done  sur  une  perpendiculaire  au 
plan  du  cercle,  et  elles  couperont  toutes  ce  plan  suivant  un 
m^me  cercle,  puisqn'elles  passeront  d'ailleurs  par  un'm^me 
point  (a/,y,z'). 

II  est  facile  de  reconnaitre  dans  les  ^nations  (3),  (4) 
celies  qui  determinent  la  droite  polaire  relative  au  point 
(x^,  y,  J")  quand  on  prend  z  pour  variable  ind^pendante ; 
et  comme  le  centre  du  cercle  s'obtiendra  en  cberchant 
I 'intersection  de  cette  droite  avec  le  cercle,  on  retrouve, 
d'apres  oe  nouveau  point  de  vue,  tout  ce  qui  avait  ii& 
d^termin^  relativement  an  cercle  osculatenr,  par  des  consi- 
derations  differentes. 

Contact  des  surfaces. 

289.  Lorsqoe  deux  surfaces  ont  on  point  commun 
[yfy^^  zf)f  et  qu'en  faisant  varier  jf^yde  quanJJt^  infi* 
niaent  petites  qoelconques  dx/^  dy*^  la  difference  des  va- 
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leurs  de  z  correspondantes  est  un  infiniment  petit  de 
I'ordre  n-\-i^  on  dit  que  ces  surfaces  out  un  contact  de 
Tordre  n.  Uordre  de  cette  difference  est  le  mftme  'pour 
toutes  les  directions  qui  ne  sont  pas  paralliles  aux  plans 
tangents  a  ces  surfaces ,  au  point  que  i'on  considere  :  il 
resulte  de  la  que  deux  surfaces  auront  un  contact  de  pre- 
mier o^dre,  lorsque  pour  une  m^me  valeur  de  a/,  ^  on 
tirera  les  Equations  de  Tune  et  de  Tautre  des  m^mes  valeurs 
.    d^     dz' 

Elles  auront  un  contact  du  second  ordre  lorsqu'elles 
donneront,  en  outre,  les  m^mes  valeurs  pour  les  coefficients 
differentiels  partiels  du  second  ordre 

rfVs[         d}z'        ^z' 
dk'^'     d^dy"^     ^* 

Enfin  le  contact  sera  de  Tordre  n  lorsque  tons  les  coeffi- 
cients differentiels  seront  les  m^mes  jusqu'a  cet  ordre  inclu- 
sivement. 

La  surface  osculatrice  d^une  esp^ce  donnee  se  determi- 
nerl'  comme  les  courbes  oscula  trices  en  ^tabli^sant  le  plus 
grand  nombre  possible  de  d^rivees  communes  entre  les 
fonctions  qui  expriment  la  valeur  de  z  dans  son  Equation 
et  celle  de  T autre  surface  que  Ton  considire. 

290.  "Plan  osculateurh  une  surface.  — Soit  requation 
generate  du  plan 

2=flj?-h  ft^ -he; 

on  aura,  pour  determiner  a,  &,  c,  les  ^nations 

,  ,      ,   t  dz'  dzf       . 

z'=ax^  +  by^c,     —  =  «,       —=b, 

dz*     dz'  . 

5~''  in  ^^^^  tiroes  de  F^uation  de  la  surface  donnee.  L'^ 
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quation  du  plan  oscolateur  sera  done 

Ce  plan  n^est  done  autre  chose  que  le  plan  tangent. 

291 .  Sphhre  osculatrice  h  unc  surface.  —  L -^nation  la 
plus  generate  d*une  sphere  ne  renfermant  que  quatre  con- 
stantes  arbitraires,  on  ne  peut^  en  g^n^ral,  ^tablir  un  con- 
tact  du  second  ordre  entre  une  ^phire  et  une  surface  donn^, 
puisqu'il  en  r^sulterait  six  ^nations  de  condition.  On  ne 
pourra  done  ^tablir,  entre  ces  surfaces,  qu'un  contact  du 
premier  ordre.  II  restera  une  constante  ind^termin^e  dans 
r^atibn  de  la  sphere,  et  Ton  pourra  en  profiler  de  ma- 
niire  k  determiner  un  contact  du  second  ordre  avec  Tune 
des  courbes  que  Ton  pent  tracer  sur  la  surface  \  mais  ces 
rechercbes  nous  ecarteraient  de  notre  objet. 

299(.  Contact  des  courbes  et  des  surfaces.  —  SI,  a  par- 
tir  d'un  point  commun  a  une  courbe  et  a  une  surface,  on 
mine  des  paralliles  a  Taxe  des  z^  on  dira  qu'il  y  a  un  con- 
tact de  I'ordre  n,  lorsque  la  difference  des  valeurs  corres- 
pondantes  de  z  pour  la  courbe  et  la  surface  sera  infiniment 
petite  de  I'ordre  /i-h t .  On  arrivera  k  des  conditions  du 
mime  g^nre  que  dans  les  cas  precedents,  et  dans  le  detail 
desquelles  nous  n'entrerons  pas. 

293.  Dix^eloppees,  —  SI  Ton  considire  une  quelconque 
des  normalcs  en  un  point  d'une  courbe  a  double  courbure, 
elle  sera  tangente  a  la  surface  polaire.  Le  plan  normal 
naene  par  un  point  dela  courbe,  infiniment  voisin  du  pre- 
mier^ coupera  cette  normale  en  un  point  qui  sera  commun 
a  deux  normales  infiniment  voisines.  En  faisant  pour  la 
seconde  normale  ce  qui  a  ete  fait  pour  la  premiire,  et  con- 
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tinaant  ainsi,  on  aura  une  suite  ix^d^finie  de  normales  a  la 
courbe  donn^e,  dont  chacune  rencontrera  la  suivante,  et 
dont  les  points  de  contact  ay ec  la  surface  polaire  seront  infi- 
niment  rapproch^s  les  uns  des  autres.  Le  point  de  concours 
des  deux  normales  consecutives,  se  trouvant  sur  I'interseo- 
tion  des  deux  plans  normaux ,  se  rapproche  ind^finiment 
de  la  surface  polaire,  qui  est  le  lieu  des  limites  des  iater- 
secUoDfi  des  plans  normaux  consecutifs. 

Cette  suite  de  normales  di^terxaine  done  un  polygene 
dont  les  c6tes  sont  infiniment  petits,  et  dont  la  limite  est 
une  courbe  tangente  a  toutes  ces  normales,  et  situeesur 
la  surface  polaire  :  on  Tappelle  dei^eloppie  de  la  courbe 
donnee. 

Comme  on  pent  choisir  une  quelconque  des  normales 
a  la  courbe  au  poipt  de  depart ,  on  obtiendra  une  infinite 
de  developp^es  aussi  rapprocbees  que  Ton  voudra,  et  toutes 
seront  sur  la  surface  polaire,  qui  pent  ^tre  consider^e  comme 
en  ^tant  le  lieu  g^om^trique.  Relativement  a  ces  courbes 
que  nous  avops  nommees  d^Yeloppees,  la  premiere  prend 
lenomde  developpante^  i.  cause  d^une  propri^t^  analogue 
k  celle  que  nous  avons  reconnue  dans  les  courbes  planes, 
et  dont  nous  allons  donner  la  demonstration. 

Soient  MN ,  M'N'  (fig.  §5 )  deux  droites  normales  en 
M  et  M'  a  la  courbe  en  question,  N  et  N^  leurs  points  de 
contact  aTec  la  developpee;  nous  allons  prouver  que  la 
difference  des  longueurs  M'N'  et  MN  est  ^gale  a  Tare  Nil', 
a  un  infiniment  petit  pris,  du  second  ordre  au  moins.  En 
efiet,  si  aux  points  M  et  N  on  con^oit  deux  plans  perpen- 
diculaires  a  MN,  la  longueur  M'P  sera  du  second  ordre 
puisque  la  courbe  M'M  est  tangente  au  plan  ^  deplusQP 
surpasse  MN  d'une  quantite  infiniment  petite  du  second 
ordre.  On  peut  done  prendre  N^Q  comme  egale  a  la  diffe- 
rence 'M'N'  •^  MN,  a  une  quantity  prfe  du  second  ordre. 
Mais  la  limite  du  rapport  de  N'Q  a  la  corde  NN'  est  Tuniie, 
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puitque  les  angles  Q  et  N  du  triangle  recdligne  QMN'  ten.- 
dent  vers  des  angles  droits.  Done  N'Q  diflere  de  I'arc  N'  N, 
tout  an  pins  d*un  infinimebt  petit  du  second  ordre;  done, 
enfin,  la  difference  de  deux  normales  cons^utives  MN, 
M'  N'  est  ^ale  k  Tare  NN',  compiis  entre  leiirs  points  de 
contact  arec  la  developp^,  plus  oumoins  une  quantile  infi* 
niment  petite  par  riipport  k  cet  arc^  et  qui,  par  cons&pent, 
pent  &tre  n^ligfe  sans  qu'3  en  resulte  aucune  erreur  dans 
ies  limites  des  rapports  ou  des  sommes* 

II  suit  de  la  que  si  en  deux  points  queloonques  de  la 
d^yelopp^  on  mene  des  tangentes  termini  a  la  d^elop«- 
pante,  la  difS^rence  de  leurs  longaeurs  est  rigoureusement 
egale  a  Tare  compris  entre  les  points  de  contact. 

Et  Ton  voit  pat  la  que  la  difilSretice  entre  M'N'—  MN 
et  Tare  NM',  qui  devait  dtre  au  moins  du  second  ordre,  etait 
r^llement  egale  i^  z^ro. 

Mainteiiant  suppQsolis  un  ill  qui  coincide  avec  la  d^ve- 
lopp^e  a  partir  d'un  point  quelcdnquei  ou  il  s'en  s^pare 
langentiellement  et  se  prolonge  jusqu'a  la  d^veloppante. 
Si  on  le  deroule  en  le  laissant  toujours  tangent  a  la  deve- 
loppee,  il  prendra  successivement  la  position  des  diverses 
normales  c{ui  sodt  tatfgentes  k  cette  courbe;  et  ces  normales 
croissant  precis^ment  de  la  m^me  longueur  que  le  fil  qui  se 
deroule,  ce  sera  toujours  le  in^me  point  de  ce  fil  qui  se 
trouvera  sur  la  developpante.  Cette  courbe  sera  done  do- 
crite  par  Textremite  du  fil  pris  dans  la  premiere  position. 
C'est  cette  propriete  qui  a  fait  donner  aux  deux  courbes. 
Tune  par  rapport  a  I'autre,  les  noms  de  developpee  et  d^ 
ueloppante, 

294,  Le  lien  des  centres  des  eercles  osculateurs  d'une 
courbe  k  double  courbure  n'est  pas  une  d^velopp^  de  cette 
eoaii>e^  Eb  eflet,  deux  plans  osculateurs  consecutifs  se  cou^ 
pent  siliTant  une  droite  qui  a  pour  limite  la  tangente,  et 
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ils  forment  entre  eux  un  angle  infiniment  petit  du  premier 
ordre.  La  distance  du  centre  de  courbure  contenu  dans  le 
premier,  au  second  plan,  est  done  un  infiniment  petit  da 
premier  ordre  ^  or  sa  distance  a  la  normale  contenue  dans 
ce  second  plan  est  plus  grande  que  sa  distance  au  plan  : 
done  cette  normale  n'est  pas  tangente  a  la  courbe  qui  passe 
par  ces  deux  centres,  puisquMl  faudrait  pour  cela  que  cette 
distance  fiit  un  infiniment  petit  d*un  ordre  sup^rieur  au 
premier.  Le  lieu  des  centres  de  courbure  n'est  done  pas 
une  des  d^velopp^s,  lorsque  la  courbe  que  Ton  considere 
n'est  pas  plane. 

295.  Les  d^velopp^es  d'une  oourbe  a. double  courbure 
jouissent  de  la  propri^t^  remarquable  de  se  r^uire  a  des 
lignes  droites  quand  on  developpe  la  surface  polaire  sur  un 
plan. 

Pour  le  d^montrer,  nous  consid^rerons  un  poljgone  in- 
finitesimal inscrit  dans  la  courbe  donn^,  et  ayant  ses  cdtes 
egaux;  ce  qui  revient  a  prendre  1' arc  pour  variable  ind^ 
pendante.  Sur  les  milieux  de  ces  cdtds  nous  concevrons  des 
plans  perpendiculaires,  dontles  intersections  formeront  les 
aretes  de  la  surface  develbppable  qui,  a  la  linrdte,  devient 
la  surface  polaire* 

Or,  si  du  point  milieu  d'un  c6te  quelconque  on  trace 
une  droite  dans  le  plan  normal ,  elle  coupera  Tar^te  com- 
mune a  ce  plan  et  au  suivant,  en  un  point  qui ,  joint  au 
milieu  du  c6te  suivant^  donnera  une  normale  k  ce  c6te  ]  et 
il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  normales  font  des  angles 
egaux  avec  Tar^te  que  nous  avons  consid^rde. 

Cette  seconde  normale  prolongee  coupera  I'ar^te  com- 
mune au  second  plan  normal  et  au  troisi^me,  en  ua  point 
qui,  joint  au  milieu  du  troisi^me  c6ie,  formera  une. nor- 
male a  ce  c6te ,  faisant  avec  la  seconde  arite  le  m^me  angle 
que  la  normale  precedente;  et  ainsi  de  suite  indefiniment. 
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Mainlenant,  si  Ton  develbppe  sur  un  plan  la  surface  qui 
renferme  toutes  ces  aretes,  deux  normales  oons^utives  se 
rabattront  l*une  sur  Tautre,  puisquelles  font  le  m6me 
augle  avec  I'ar^te  sur  laquelle  elles  se  coupeut  \  et  le  poly- 
gone  infinitesimal,  form^  par  les  intersections  de  ces  nor- 
males successives^  aura  tons  ses  c6tes  sur  une  m^me  droite. 
Ce  resultat  ayant  lieu  quelle  que  soit  la  petitesse  des  c6tes 
de  ce  polygone,  aura  lieu  pour  la  courbe  limite,  qui  est 
one  quelconque  des  developpees  de  la  courbe  propose. 

Done,  dans  le  rabattement  de  la  surface  polaire  sur  un 
plan,  toutes  les  developp^s  de  la  courbe  deviennent  des 
lignes  droites. 

296.  Dans  le  d^veloppement  de  la  surface  polaire,  les  c6- 
tes  infiniment  petits  qui  composent  la  developpee  ne  chan- 
geant  pas  de  longueur,  un  arc  quelconque  de  cette  courbe 
a  la  m^me  longueur  avant  ou  apres  le  developpement;  et 
il  en  serait  de  m^me  de  toule  autre  ligne  tracee  sur  cette 
surface.  Done  le  plus  court  cbemin  d'un  point  a  un  autre 
sur  la  surface  polaire  est  Tare  de  la  developpee  qui  passe 
par  ces  deux  points,  puisque,  devenant  une  ligne  droite,  il 
est  plus  court  que  tout  autre  apris  une  transformation  qui 
n*a  pas  cbaug^  les  longueurs. 

On  peut  encore  remarquer  que  si  Too  suppose  un  fil 
appliqu^  sur  le  polygone  forme  par  les  normales  succes- 
sives  que  nous  venons  de  considerer,  et  prolooge  suivant 
un  quelconque  des  c6t^s  jiisqu  au  milieu  du  cote  corres- 
pondant  du  premier  polygone,  inserit  dans  la  courbe  don- 
n^e,  et  qu^ensuire  on  developpe  ce  fil  de*  maniere  a  cequ'il 
soit  successivement  dans  le  prolongement  de  ckacun  des 
cotes  du  polygone  sur  lequel  il  est  applique,  son  extremite 
passera  par  tons  les  milieux  des  c6tes  de  I'autre  polygone. 
Done,  si  Ton  passe  aux  limites  des  polygoncs,  on  relrouvei a 


4lO  LIVRE    II. 

la  propri^t^  demontr^  prec^demnkent  par  des  consid^ra- 
tioDs  diffi§rentes. 

297.  Equations  des  dei^eloppees.  —  Si  Ton  designe  par 
a/,  y^  z'  les  coordonnees  d'un  poiat  quelconque  de  la  courbe 
proposee,  Tequation  de  la  surface  'polaire  s^obticnt  en  eli- 
minant  a/,  j^,  xf  entre  les  deux  equations  de  la  courbe  etles 
deux  suivantes  : 

(^--jr')cfo/  ^(y^/)dy  ^(t^zf)d2^  =o, 
{x  —  x^)  d}a/  4-  (^  —  /)  rf«y  H- («  —  2')^«*  —  d^*. 

Si  main  tenant  on  considere  un  quelconque  des  points  dont 
les  coordonnees  x,  y^  z  satisfont  a  ces  equations,  on  passera 
de  ce  point  au  point  voisin  de  la  developp^esi  la  droitequi 
joint  ces  deux  points  est  dans  le  prolongement  de  celle  qui 
joint  les  points  (x',/',  «'),  (a?,  y,  2)5  ce  qui  aura  lieu  si 
les  differentielles  dx^  dy^  dz  sont  proportionnelles  aux 
differences  x  —  xf,  y  — y^  z  —  z'.  On  tirerait  de  la  les 
deux  equations 

dx X — x'      dy y-^y 

dz        z  —  z'       dz       z  —  z' 

Mais  nne  seule  sera  necessaire,  parce  que  les  precedentes 
expriment  que  les  points  (oc^y^  z)ne  cessentpas d'^re  sur 
la  surface  polaire.  line  quelconque  de  ces  dmix  equations 
etant  jointe  aux  deux  prec^dentes,  et  k  celies  de  la  courbe 
donnee,  on  aura  cinq  equations  entre  lesquellesoneliminera 
a/,  y^  * z\  et  Ton  obtiendra  deux  ^ualions  diffi^rentielles 
qui  conviendront  a  Tune  quelconque  des  d^veloppees. 

ft 

j4pplicalion  dcs  theories  precedentes  i  Vhelice, 

298.  Si  Ton  designe  par  a  le  rayon  de  la  base  du  cy- 
lindre,  et  par  m  la  tangente  de  rinclinaison  de  Thelicesur 
le  plan  de  cette  base,  les$  equations  des  trois  projections  de 
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cette  courbe  seront 

ma  ma 

L'axe  des  x  passe  par  le  point  ou  Fhelice  perce  le  plan  de 
la  base;  et  cette  courbe,  en  s'elevant,  toame  de  Taxe  des  x 
positifs  vers  Taxe  des  y  posilifs. 
Ges  ^nations  differenii^s  donnent 

rfx=:~.!i*in— ii»,    rfr  =  -co»  — rf«,    €it=z>[I±^dzj 


m       ma  m       ma 


m 


rf»«  = cos —  <fe%    €pY  = r-  «n  —  rf«*,     {^s  =  o, 

m^a       ma  m*a       ma 

L'eqnation  du  plan  oscnlateur  devient  alors,  en  prtoant  z 
pour  Tariable  ind^pendante, 

a'  z' 

z  —  »'  =r  —  mxsm h  iwy  cos — • 

ma  ma 

Ce  plan  fait  avec  le  plan  de  la  base  un  angle  dont  le  cosinns 
Mt  ■■  et  la  taugente  m.  II est  le  m6me  que  celui  de 

Th^lice  avec  le  m&me  plan. 
L'^uation  du  plan  normal  sera 

miz  —  «')  =  xsin ycos — • 

^  '  ma  ma 

L'angle  de  coniingence,  dont  Texpression  g^n^rale  est 


devient,  daiis  le  cas  actuel, 


dz 
am^  i-^m* 
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L'angle  de  deux  plans  osculateurs  cons^utifs  est 

dz 


fl^FH-m* 


ou     mu. 


Le  rayon  du  cercle  osculateur,  dont  la  yaleur  g&ierale  est 

ds  ^ 

R  =  — ,  sera  egal  &  a  (i+  m*) ;  sa  grandeur  est  done  coii- 

stante  et  surpasse  de^im*  le  rayon  de  la  base.  Pourconnaltre 
sa  direction,  il  faut  chercher  Tintersection  du  plan  normal 
et  du  plan  osculateur.  Les  Equations  combin^es  donnent 

z' 
'Z=z\     r  =  a:lang — • 

ma 

Done  le  rayon  de  courbure  est  constamment  parallMe  au 
plan  de  la  base,  et  rencontre  Taxe  du  cylindre.  Le  centre  de 
courbure  se  meut  done  sur  un  cylindre  ayant  m^me  axe  que 
le  premier,  et  pour  base  un  cercle  dont  le  rayon  est  am'.  II 
decrit  done  sur  ce  cylindre  une  helice  dont  le  pas  est  le 
m^me  que  celui  de  Th^lice  proposee. 

On  trouvera  le  m^me  resultat  en  calculant  les  coordon- 
nees  du  centre  de  courbure.  Leurs  yaleurs  sont 

z  =  z%     r  =  —  fl/w*  sin  — 9     ^  ==  —  am*  cos  — > 

ma  ma 

et  Ton  en  d^duit  iinm^diatement  les  consequences  pr^ce- 
dentes. 

Determinons  maintenant  les  ^nations  d'une  ar^te  queU 
conque  de  la  surface  polaire,  c^est-a-dire  de  rinterseclion 
de  deux  plans  normaux  infiniment  voisins.  Ces  equations 
sont  les  suivantes  : 

z'  z' 

m  [z  —  z')  =  or  sin r^os — » 

ma  ma 


z'  .     z' 


xcos \-y  sin  —  =  —  am^, 

ma  ma 
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Cette  droite  est  neoessair^nent  perpendiculaire  au  plan  os- 
culatear,  el  on  le  yerifiera  facilement  an  moyen  de  ses 
equations.  Comme  d'aillenrs  elle  passe  par  le  centre  de 
courbure  et  qu'elle  est  perpendiculaire  au  rayon  de  cour- 
bure,  elle  est  tangente  au  cylindre  sur  leqnel  se  meut  Tex- 
tr^mit^  de  ce  rayon,  et  dont  la  base  a  pour  rayon  tmi^.  De 
plus,  il  est  facile  de  reBDunaitre  qu'elle  est  tangente  a  llie- 
lice  decritepar  cette  extremite.  En  e£Fet,  puisqu'elle  est  per- 
pendiculaire au  plan  osculateur,  elle  fait  avec  le  plan  de  la 

base  un  angle  dont  la  tangente  est  —  :  or  I'helice  qui  est  le 

lieu  des  centres  de  courbure,  et  dont  nous  venous  de  donner 
les  Equations,  est  tracee  sur  le  cylindre  dont  le  rayon  est 

aw?^  et  fait  avec  sabase  un  angle  dont  la  tangente  est  — 

Done  Far^te  de  la  surface  polaire  est  tangente  a  cette  bdlice^ 
•et  la  surface  polaire  est  rheli9oide  developpable  dont  cette 
b^lice  est  Farftte  de  rebroussement. 

Mais  on  sait  que  la  sous-tangente  d'une  helice  sur  le  plan 
de  sa  base  est  ^gale  k  Fare  de  cette  base^  depuis  I'origine  de 
Fh^ice  jusqu'a  la  projection  du  point  de  contact.  Done  la. 
trace  de  la  surface  polaire  sur  le  plan  (xj)  est  la  develop- 
pante  de  la  base  du  cylindre  dont  le  rayon  est  €un?. 

299.  Si  Fon  veut  avoir  F^uation  de  la  surface  polaire, 
il  faut  ^liminer  z!  entre  les  deux  equations 

miz''—  z')  =  xsm rcos  — 9 

^  '  ma      ^        ma 

2f  ,      Z' 

X  cos h  Tsin —  =  —  awi*. 

ma  ma 

Ajoutant  les  carr^s  des  membres  de  ces  deux  ^uations, 
on  obtient 

m'  [(»  —  a' )» -H  fl>«»J  =  jp»  -h  j»; 


1 
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substituant  dans  la  seconde,  on  trouve  I'dquation  cherch^, 
qui  est 

La  trace  decette  surface  sur  le  plan  (xy)  a  pour  equation 


.r  cos 


j:  cos  %  /  — r~^ 1  nirsm %  /  — -^—^  —  i  =  —  am' 


Cetie  courbe  est  la  developpante  du  cercle  dont  1«  rayon  est 
amf^  et  elle  prend  naissance  au  point  de  ce  cercle  sitae  snr 
I'axe  des  x^  et  du  c6te  des  x  n^gatifs  \  ce  qui  s'accorde  avec 
une  des  propositions  prec^demment  demontr^es. 

Une  h^lice  pouvant  avoir  ses  deux  courbnres  ^Ics  a 
celle  d*une  courbe  quelconque  ma  un  de  ses  pmnts,  son  oscn- 
lation  sera  d'un  ordre  plos  ^ler^  qoe  celle  du  cercle^  elle 
donnerait  done  une  id^  plus  exacte  de  la  courbe  a  laquelle 
on  la  comparerait.  Les  deux  constanles  m  et  a  se  d^termi- 
neraient  en  ^alant  ses  deux  cowrborea  a  eelles  de  la  coorbe 
donn^e,  au  point  consid^r^. 


■ .  .1  ;  ■    '» 
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DIVERS  POINTS  D'ANAIYSE  ALGfiBRIQUE, 


NOTE  I. 

SUR  LES  EXPRESSIONS  IM  AGIN  AIRES.  COMMENT  ON  LES 
INTRODUIT  DANS  LES  D0NN6ES  DU  CALCUL. 


i.  La  r^eolutkHi  des  ^quatkms  du  deuxitoe  degr6  conduh  queique- 
fois  k  extraire  des  lacines  carrto  de  quantitte  n^tiires.  G^  aortes 
d'expreaaioDS  ne  repr^entent  paa  des  oombrea,  aoit  posUifa,  aoit  n^ 
gatifa;  on  lea  d^gne  soua  le  nom  de  quantitis  imaginaires.  Nous 
n'avons  pas  pour  objet  d'examiner  ici  a  quelles  circoDStancea  corres- 
pondent ces  formes  dans  les  questions  proposees ;  nous  nous  bome- 
rons  k  dire  qu'en  substituant  ces  expressions  k  Tinconnue ,  Fdquation 
que  Ton  avait  k  r^udre  devient  identique*,  pourvu  que  les  racines 
carrto  des  quantity  negatives  soient  traits  d'aprto  les  r^les  ordi- 
naires  de  Talg^bre,  et  que  Ton  consid^re  leur  carr^  comme  8*obtenant 
par  la  suppression  du  radical. 

Si  Ton  a,  par  example,  T^ation 

x*—  aar-|-«*-l-A'  =  o, 
on  en  tire  les  deux  valeurs  imaginaires 

et  Ton  peut  verifier  qiie  la  anbatitutioii  de  cette  vataur  dana  Tdqiia- 
tion  la  rMuit  ^0  =  0. 

II an aerait de m^me si, aulieu de /-^ ^,  on mafclait ^ V^'^,  ete'cat 
ca  que  Ton  iiait  ordinairement,  afin  que  la  aeole  quanftil^  iauiginau^p  k 

aavsid^rer  seit  toojoura  v/^ .  Lea  valeura  de  4-  se  trouvent  atmi  miaea 
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sous  la  forme 

j:  =  «  ±  h^ — I. 

II  semble  d'abord  que  toutes  les  considerations  auxquelles  ces  sortes 
d'expressions  peuvent  donner  lieu,  soient  relatives  aux  circonstances 
qui  leur  donnent  naissance  dans  les  questions  dont  elles  pr^ntent 
la  solution ;  mais  on  a  trouv^  de  tr6s-grands  avantages  k  les  inlro- 
duire  dans  les  donn^es  monies  de  certains  calculs,  et  c'est  sous  ce 
point  de  vue  que  nous  aliens  les  consid6rer  bri^vement. 

Sans  attacher  aucune  id^e  de  quantity  k  Texpression  /— i,  nous 
convenons  de  la  traiter  de  la  mdme  mani^re  que  si  c*6tait  un  nombre 
dont  les  puissances  successives  seraient 

v/^,    -1,    — /^,    -f-i,    v^^»--.» 

les  quatre  premieres  se  reproduisant  ind^finiment  dans  le  mSme  ordre. 
Rien  ne  s'oppose  k  ce  que  Ton  fasse  des  calculs  alg6briques  dans 

lesquels  /— i  soit  traits  de  cette  mani^re ;  il  ne  s'agit  que  de  savoir 
s'il  y  a  quelque  inter^t  k  le  faire,  et  si  de  pareilles  op<6rations  peuvent 
offrir  de  nouvelles  ressources  k  I'aualyse.  II  pourra  quelquefois  6tre 

plus  commode  de  remplacer  ^—  i  par  une  lettre  dont  les  puissances 

se  distinguent  toutes  les unes des  autres,  tandis que celles de  v^— i  se 

reproduisent  p^riodiquement.  En  d^signant  \f^\  par  \^  nous  enten- 
drons  qu6  \  soit  traits  comme  un  facteur  ordinaire^  d*apr^s  toutes  les 
rifles  d^montr^es  dansle  cas  des  quantit^s  relies;  seulement,  apres 
tous  les  calculs  effectues,  on  remplacera  les  puissances 

par 

2.  Lorsque  nous  poserons  une  ^nation  entre  des  quantit^s  relies 
et  imaginaires,  comme 

nous  entendrons  toujours  que  Ton  savait  d'avance  que  A  =  A'  et  B  =  B'. 
Ges  demi^res  Equations  ne  seront  jamais  des  consequences  de  la  pre- 
miere; c'est,  au  contraire,  la  premiere  qui  en  est  la  consequence,  et ' 
nous  n'attacherions  aucun  sens  k  cette  equation  si  nous  ne  savions, 
independamment  d'elle,  que  les  parties  reelles  sont  egales  de  part 
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et  d'autre,  ainsi  que  les  coefficients  respectifs  de  }f^^\ .  Nous  insistons 
sur  ce  point,  parce  que  la  plupart  des  auteurs  Tentendent  de  la  ma- 
ni^re  inverse. 

3.  Ayant  bien  ^tabli  de  quelle  manidre  nous  traiterons  I'expression 

/—I,  nous  aliens  montrer,  par  un  premier  exemple,  Tavantage  que 
Ton  pent  avoir  a  Tintroduire  dans  le  calcul. 
Consid^rons  les  deux  expressions 

cos  X  4-  \l—  1  sin X,     cos^  +  /— i  sin  j, 

et  multiplions-les  entre  elles,  dans  le  sens  que  nous  attachons  ici  k 
cette  operation ;  nous  trouverons 

cosjccos^—  sinx  sin^+v^— i(sinxcosj  +  sinjcosx), 

ou 

C08(ar +^)  + /Hr;  sin  (jT  +  jr). 

• 
Nous  pouYons  done  poser 

(cosx+v/^sinx)  (co8j4-v^— I  sinj)=cos(x4-j^)+v/^sin  (x-f-/-), 

puisque  nous  avons  prouv^  d'avance  que  les  parties  reelles  6taient  res- 

pectivement  egales,  ainsi  que  les  coefficients  de  v^^ . 

Et  Ton  conclut  de  \k  que  pour  diviser  deux  expressions  de  cette 
forme  Tune  par  Tautre  (en  entendant  par  quotient  une  expression  qui , 
multipliee  par  le  diviseur  suivant  les  r^lesconvenues,  reproduirait 
le  dividende)  il  suffit  de  retrancher  Tare  qui  se  trouve  au  diviseur  de 
celui  qui  entre  dans  le  dividende. 

En  multipliant  le  produit  de  ces  premieres  expressions  par  une  troi- 

si^me  cos  z  4-  ^—  i  sin  2,  il  suffira  encore  d'ajouter  les  arcs  x+^ 
et  z,  ce  qui  donnera  la  nouvelle  ^nation 

(cosx  -f-  y/— I  sin x)  (cosj^H-  / — i  sin^)  (cos z  -\-  yf^i  sin  z) 

=  cos(x-h^-}-z)4-v/^sin(x-hr-hz); 

et  il  est  facile  de  voir  que,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs  de 
cette  forme,  leur  produit  effectu^  donnera  toujours  pour  partie  rdelle 

le  cosinus  de  la  somme  de  tons  les  arcs,  et  pour  coefficient  de  ^  —  i 
le  sinus  de  cette  m6me  somme.  On  pourra  done  poser  une  ^uation 
semblable  ^  la  demi^re ,  en  supposant  un  nombre  m  quelconque  de 
I.  27 
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facteurs,  puisque  les  parties  r6eUes  sont  dtoonir^es^es,  ainsique 
les  parlies  imaginaires. 

En  supposant  le  cas  parliculier  ou  a?  =  /  =  z  = . . . ,  ou  aviait  la 
formule  suivante ,  qui  est  due  k  Moivre  : 

(i)  (coso?  -f- v/^  m^y  ==  cos  iw«  4-  /^  sin jwj:; 

il  est  done  prouv6  que,  si  ron  forme  la  puissance  m  du  bin6me 
cos  X  4-  \/^  sin  x  d'apr^s  les  regies  ordinaires ,  la  partie  r6elle  sera 
6gale  kcosmx,  et  le  coefficient  de  v/^  k  sin  mx.  Or  le  d^veloppe- 
ment  de  la  puissance  m  d'un  bin6me  s'efifectue  au  moyw  d*une  for- 
mule tr6s-simple;  on  aura  done  ainsi  le  developpement  general  de 
cos  mx  et  sin /nx,  m  etant un  nombre  entier  quelconque.  Ces  formules 
sont 

cos  mx  =  cos'"a? ^—- — •'  COS?"-' j:  sm»  x 

H i i-i — ^   /■ '  eosT^*  X  sm*  •+-..., 

1.2.3.4 

sin  mx  =  cos--*a:  sm  x ^ '-^ '-  cos"'-*x  sm'j:+.... 

1.2.0 

On  peut  observer  que  le  d^veloppement  dQ 

(cosj:  —  v^—  I  sinjc)"* 
ne  difRSrerait  de  celui  de 

(cosx  +  v/^  sin  or; 

que  pat  le  signe  des  termes  a^  se  trottveiit  les  puissances  impairasde 
v/^,  et  que,  par  cons^ent, 

(cosx  —  ^—  1  sinx)"*  =  cos  mx  —  y/^^  sin  mx. 

4.  En  entendant  par  racine  r?^  d'une  expression  imaginaire  une 
autre  expression  qui ,  ^lev^  k  la  puissance  n ,  suivant  le  sens  conveDU, 

reproduirait  la  premiere ,  on  voit  que  cos-  db  /— i  sin  —  est  une  ra- 


cine /»**""  de  cos  ar  d=  v/  —  I  sin  a:,  puisque  nous  avons  prouv^  que  pour 
Clever  une  semblable  expression  k  la  puissance  ^t'^^,  il  sufflt  de  mol- 
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tiplier  Fare  par  n.  On  a  done 


I 


(cosx itV—  I  sinx)*  =  cos-±  v^— 1  sin-; 

« 
et  si  Ton  6leve  les  deux  membres  a  la  puissance  p.  il  vient 

(cosj:±/— I  sinx)''=  cos-x  i  /—  i  sin'-x, 

oe  qui  montre  que  Fequation  (i)  est  vraie  quand  m  est  un  nombre 
fractionnaire  quelconque  -,  en  entendant   seulement  par  la   que 

cos-xdt|/— isin^a:,  61ev6  i  la  puissance  /i,  donnerait  la  puis- 
sance/? de  cosxit  v^  — I  sinx,  et  que,  par  cons^ent,  ii  est  une 
des  racines  «**^  de  cette  puissance  p. 

L'dquation  (i)  est  encore  vraie  si  m  est  ^  k  tin  nombre  n^Uf 
—  ji.  En  effet , 

(cosx-h/-"'  sin  x)-"  = 


(cosx-f-v'^^sinx)"     (cos/fx+v/^sin/ix)' 

or  divifler  par  cos  «x-h  ^-m  sin  nx ,  c'est  troovor  use  exprm^ion  ifui, 
multiplito  par  ce  diviswr  d'apr^  les  i^les  convonues,  6mm  povf 
produit  le  dividende ;  ce  quotient  est  done  cos  «x  —  \/^  sin  «x. 
Done 

(cosx  +  v'^  sin  x)*'*=  cos  (—  nx)  H-  v'^ sih  (—  nx ). 

La  formule  (i)  est  done  vraie,  quelque  valeur  rdelle  qu'ait  #w,  en  ob 
servant  tbutefois  que  si  la  puissance  m  est  susceptible  de  plusieurs 
valours ,  nous  avons  seulement  prouv^  ici  que  le  second  membre  en 
est  une. 

5.  Nous  aliens  r^oudre  maintenant  la  question  inverse,  qui  con 
siste  k  d^velopper  cos^x  et  sin^x  au  moyen  des  odious  et  Bmus  des 
arcs  multiples  de  x,  m  ^tant  un  nombre  entier. 

Pom*  ceia  nous  poserons 

cosx -f-\/^  sin  x  =  «, 

oosx  — ^— >i  8iax  =  p, 

27. 
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d'ou 

2C0SX  =  a-f-p, 

et,  par  suite, 

I. a 

Observant  maintenant  que  '«p  =  i,  et  que  fi*4-(^  =  acos/-^,  on 
ailra 

a'"cos"*a:  =  2  008iwj:-i-a/»  cos  (wi— 2)  jc-l-  a  — cos  (/w— 4) «+... 

1.2 

Si  m  est  pair,  le  terme  qui  se  trouve  au  milieu  du  d^veloppement  de 

m[m-~-i).,.\jL-\-i\ 
{u-\-vf*  se  r6duit  & ^ ^  et  forme  le  dernier 

i;2 — 

2 

terme  du  d^veloppement  de  2*"  cos"*  or.  Si  m  est  impair,  les  deux 
termes  du  milieu  sont  en  i^  et  f'  de  la  forme* 

m-hi     ro —  I  m  —  i    wt-f-i 

9  3^22 

u    *     p  etttf', 

expressions  qui  se  rMuisent  respectivement  kueiv^  puisque  w  —  u 
Le  dernier  terme  du  d^yeloppement  de  2"*  cos"  or  est  alors 


W) 


m 

a ^ -f-coso?. 

1.2 


On  d^veloppera  maintenant  sin'^o?,  en  observant  que 

2^—1  sin^  =  M  —  v^ 
d'ou 

a*" {^—  I Y 8in"*a?  =  «"  —  wo**  'pHi ^ i«"-'p'.,.: 

^^       '  1.2  ' 

ce  qui  signifie  toujours  que  les  parties  reelles  sont  les  m^mes  de  part 

et  d'autre,  ainsi  que  les  coefficients  de  v/— 7,-  s'il  y  reste,  ce  qui  n'ar- 
rivera  que  si  m  est  impair. 
Si(»p(ABons  d'abord  m  pair :  les  termes  a  ^ale  distance  des  extremes 
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seront  de  mdme  signe,  et,  en  les  r6unissant  deux  k  deux,  on  trouvera 


m 

2 


2'"(— i)     Bin'"x  =acos/w-c  — aiwco8(/w  — a)a: 

-I- a — i— icos(/w  — 4)x  — ... ; 

le  dernier  terme  sera 

mlm  —  i).,,  { hi  I 

±— _-Xi L, 

m 

1.2 — 

2 

le  eigne  +  correspondant  k  —  pair,  et  le  signe  —  a  —  impair,  Si  m 
est  impair,  le  d^veloppement  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

en  rempla^ant  partout  uv  par  i.  Si  done  on  observe  que 

tt*  —  (;*  =  a  v/— I  sin  kx^ 
on  aura ,  en  ne  prenant  que  les  coefficients  de  ^—i 


m  —  I 


2 

a""  ( —  i)         sip"^:  =  asinntr— 2/MSin{/M— a)-ir 

4-2  — i ism(/?i  — 4)J7  — . ..; 

1.2  ^  '  ' 

le  dernier  terme  sera 


±  a 7^;:;: — 7^—  sm  j:, 

1.2 


le  signe  4-  ayant  lieu  quand sera  pair,  el  le  signe  —  quand  il 

sera  impair. 

6.  Bxaminons  maintenant  en  quoi  consiste  Tavantage  que.  Femploi 

de\/^  a  procure  dans  la  recherche  des  d^veloppements  de  cos"*^ 
etsin^jT. 
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Nous  avons  rempiae6  a  coax  {ftir 

cos^  -I-  \^— I  sin X  +  cosx  —  v^— i  sin  r^ 
qui  lui  est  identiqiie ,  puisqae  les  deux  termes 

V^— I  sin  X    et    ■—  v^— I  sin  Xj 

traites  comme  s'ils  repr^sentaient  des  nombres,  se  d^nuseat  Et 

mSme  si,  au  lieu  de  v^— i,  on  met  une  quantity  X  ind^termin^e,  on 
pourra  remplacer  a  cosx  par  • 

(cos  x+X  sinx)  4-  (eosx  —  \  sinx) ; 

et  quelque  calcul  que  Ton  efPectue  sur  cette  expression,  le  resultat 
sera  n^cessairement  independant  de  \  et  les  puissances  d'un  m^me 
degr^  qudconque  de  cette  lettre  auront  i&so  pour  coefficient  Or 
prendre  seulement  les  termes  r^ls  du  r^ultat,  c'est  n^liger  les  puis- 
sances impaires  de  >  et  ne  conserver  que  les  puissances  paires,  ce 
qui  est  permis,  puisque  les  coefficients  de  chaque  puissance  de  Xsont 
nuls.  Mais  quand  on  remplacera  V  par  —  i,  il  pourra  y  avoir  des  re- 
ductions entre  les  termes  correspondants  k  des  puissances  difii^rentes 
de  \  et  notamment  avec  ceux  qui  ne  reniermaient  pas  X,  et  qui  sont 
pr^eis6ment  ceux  que  Fon  trouverait  en  ne  transfbrmant  pas  d'abord 
acosx.  Ilpeut  done  r^sulter  de  l&  de  nouveHe»  conytNiiaisoiiB  qvi, 
sans  alt^rer  la  valeur  du  resultat,  lui  donnent  une  forme  plus  com- 
mode. Cela  revient  a  ajouter  au  resultat  des  quantit6s  qui  se  d^tnii- 
sent :  mai&  k  ctiaque  instsmt,  dans  Talg^bre,  on  Yoit  de  pereils  arti- 
fices faciliter  les  transformations;  et  ce  qui  fait  que,  dans  le  cas 
actuel,  on  en  retire  r^Ilement  un  trds-grand  avantage,.  c'est  que  les 
deux  bm6raes  dont  la  somme  remplace  2  cosx  sont  t^  que  kft  puis- 
sances de  chacun  d'eux  s'effiectuent  imm^diatement  par  la  multiplica- 
tion de  Tare,  et  que  le  produit  dea  puissances  semblables  de  Tun  et 
Tautre  est  Tunit^.  II  r^sulte  de  ]k  que  la  puissance  m'*"^  de  coso:  se 
Irouve  immMiatement  exptim^e  au  meyen  des  cosinus  des  arcs  mul- 
tiples de  x:  et  il  en  est  de  m6me  pour  sin'"x. 

Vsagp  des  tignes  trigonorndtHques  pour  ^extraction  des  racines 
des  quantites  reelles  ou  imagmaires, 

7.  Les  racines  de  degr^  m  d'un  nombre  rM  poeitif  ou  n^tif  dk  A 
^nt  les  vacines  de  Tequation 
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oes  raciads  peuTeat  se  ramener  k  celleB  de  Taiiit^,  pofant  /sor, 
a  d^gnant  la  racine  r^  arithm^tique  du  nombre  A;  r^quation pro* 
po8^  se  trouve  ainsi  ramen^e  &  la  soivante : 

dont  nous  allons  determiner  les  m  racines,  qui  sont  toutes  in^gales, 
puisqu'il  n'y  a  pas  de  commun  diviseur  entre  le  promior  mem]M«  et 
sa  ddrivte.  Soil  d'abord 

j:^— i=o,     ou    af=i. 

Nous  pouvons  repr^nter  i  par  une  expression  de  la  forme 

cosz  +  v^— I  sinz, 

dont  nous  savons  qu'il  est  facile  d'extraire  la  racine.  D  sofllt  depOMr 
z  =  a/iir,  n  6tant  un  nombre  entier  queloonque  positif  ou  n^tif ;  ei 
Ton  aura  identiquement 

I  =  cos  2 /I  ir-(-^— I  sin2izir. 
Done  Pezpressicm 

(i)  cos hv— isin 

donne  des  racines  t^^'^  de  i,  et,  par  consequent,  des  valeurs  de  x 
pour  toute  valour  enti^re  de  n. 

Or  on  reconnaft  immddiatement  que  Texpression  (i)  ne  change  pas 
quand  on  augmente  ou  qu'on  diminue  /i  de  /it  ou  d'un  multiple  entier 
quelconque  de  m.  D  suffit  done,  dans  la  s^rie  ind^finie  des  nombres 
entiers  positifs  ou  n^tifs,  d'en  prendre  m  cons^cutifs  quelconques ; 
ils  donneront  toutes  les  valeurs  de  Texpression  (i).  De  plus,  il  est 
facile  de  voir  qu'elles  seront  toutes  diflS^rentes,  parce  que  deux  de  ces 
arcs  ne  peuvent  avoir  le  m^me  sinus  et  le  m^me  cosinus ;  done  toutes 
les  racines  de  T^quation 

x"— I  =  o 
seront  donota  pur  la  fomrole 

«=:cos ±v— ism J 

dans  laqudle  on  donnera  i  /i  les  valeors  o,  1,2,  etc.,  jusqu'ii  c 
que  Ton  ait  m  valeurs  pour  le  second  membre ;  car  c^est  comme  si 
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I'oB  donriait  k  /;,  m  valeurs  cons^utives,  les  unes  positives,  lesaotres 
natives. 
Si  m  est  pair,  on  posera  m=  ^A,  et  il  viendra 


nic  .     I .    nn 


X  =  COS  -r-  ^  V— J  sm  -7- 

It  faudra  alors  donner  k  n  les  valeurs  o,  i ,  2, . . . ,  h,  Les  deux  ex- 
tremes donnent  07=1,  x  =  —  i,  et  toutes  lei^  autres  valeurs  de  x 
sont  imaginaires,  conjugu^es  et  r^ciproques  deux  a  deux. 

Si  Ton  a 

m  =  aX-  -4-  I, 

il  faudra  donner  a  n  les  valeurs  o,  i ,  a, . . . ,  X'. 

La  premi^rQ  donne  x=\\  les  autres  sont  toutes  imaginaires,  con- 
jugu^  et  r^iproques. 

8.  Soit  maintenant 

ar-\-\'=o    ou    j:^  =  — 1,     d'ou    jr  =  ij^— i. 

On  pent  encore  donner  a  —  i  la  forme  cos z  +  yJ—\  sin  z,  en  posant 
z  =  (2/1+  iJTT.  On  aura  done  des  valeurs  de  x  par  la  formule 

=  cos  ^ — i-v  — I  sm^ ■ — '—\ 


X 


il  suffira  de  prendre  m  valeurs  cons^cutives  de  n,  parce  qu'elles  cor- 
respondront  toutes  k  des  sinus  ou  cosinus  dififi§renls,  et  toutes  les 
autres  valeurs  de  n  fourniront  les  m^mes  valeurs  pour  x.  Toutes  les 
racines  de  Tequation 

af^-\-v  =  o 
sont  done  donn^es  par  la  formule 

X  —  COS  ^ '—  ±:  V— I  Sin  -^ i— r 

en  donnant  a  n  des  valeurs  positives  depuis  z^ro  jusqu'^  ce  qu*il  en 
r^sulte  m  valeurs  pour  le  second  membre.  Si  m  =  7,ky  les  valeurs 
de  n  seront  o,  i ,  2, . . . ,  X*  —  i ;  cellos  de  x  seront  toutes  imagi- 
naires,  conjugu6es  et  r^ciproques.  Si  /w=  2AH-1,  les  valeurs  de  « 
seront  o,  i,  2,. . . ,  X,  la  derni^re  donnera  x  =  —  1;  toutes  les  autres 
valeurs  de  x  seront  conjuguees  et  r^ciproques. 
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Les  nMrines  de  =b  i  ^iant  connaes,  on  aura  oelles  de  =b  A  ai  les 
multipliant  par  la  racine  arithmetique  de  A. 

Les  fiKteors  reels  du  premier  et  du  second  degr^,  dans  lesqnels 
peuvent  se  decomposer  les  bihdmes  j:*—  i  et  j:"-hi,  penvent  6tre 
repr^sentes  par  une  construction  fort  simple ,  qui  depend  de  la  divi- 
sion du  oercle  en  parties  ^gales,  et  qui  a  ^t^  donn^  par  le  geometre 
anglais  Cotes. 

9.  Cherchons  maintenant  a  extraire  la  racine  nt'^  d'une  expression 
de  la  forme 

Nous  pouTons  la  mettre  sous  la  forme 

6  (co^s  ±  V^— I  sin  z) , 

eo  determinant  6  et  z  par  les  deux  Equations 

pcosz  =  af     psmz  =  b; 
dra 


p  =  ifcV^-H^t    co«z  =  -j  8inz  = — 

p  p 

Pour  plus  de  commodity,  nous  ne  prendrons  que  la  valear  positive 
de  p.  Designons  par  o  le  plus  petit  arc  positif  ayant  pour  cosinus  - 

et  pour  sinus  - ;  on  pourra.  sans  que  ces  lignes  changent,  raugmen- 

& 

ter  d*iui  nombre  qaelconque  de  circonferences,  et  Ton  aura 

a:±zb\ — I  =  p[co5'^-h2/ir)  ziz^—\  sin  (^  +  2/rir;J. 

On  aura  des  racines  nf^^  de  cette  expression  en  prenant  la  racine 
fjj^rm€  anthmetique  de  p,  et  la  multipliant  par  la  racine  du  second  fac- 
teur,  que  Ton  obtiendra  par  la  division  de  Tare ;  on  a  ainsi 

ml  9-h2/»Sr     .         ' ,      -^-^a/ZTTY 

6    (cos-: ±V— 'sm 1- 

•     \  m  ^  "'       J 

U  sufGt  e\idemment  de  donner  k  n^  m  valeurs  cons^cutives,  yoixiwes 
ou  negatives:  toutes  les  autres  donneraient  les  OMhnes  resultats.  De 
plus,  ces  m  valears  de  n  donnent  &f^  valeurs  difTerentes  pour  les  si- 

nus  ou  rofrinus  de  ■= :  Otm:.  en  donoant  a  a  les  valeun^  o,  i, 

m 
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a, . . .,  /7i  —  I,  toutes  les  valeurs  de  la  racine  cbercb^  fieront  don- 
nas par  la  formule 

\a±:b^'^i  =p*  (  cos-^ dr  V'— I  sml )) 

*^     \  m  ^       J 

les  signes  sup^rieurs  de  y^— x  se  correspondant,  ainsi  que  les  ixif4- 
rieurs. 

10.  La  transformation  de 

a±b^'-i    en    p(co9«=fc  y^—i  sin 2) 

ram^ne  toutes  les  operations  sur  les  quantitds  imaginaires  aux  opera- 
tions sur  des  expressions  de  la  forme 


cos 


z±^—i  sinz, 


et  nous  avons  vu  que  celles-ci  se  ramenaient  toutes  aux  operations 
imm6diatement  inf^rieures  sur  les  arcs,  proprietes  tout  k  fait  ana- 
logues k  eel  les  des  exponentielles.  ^ 

Cette  analogic  sera  encore  augmentee  par  les  considerations  sui- 
vantes. 

Representation  des  sinus  et  cosinus  par  des  exponentielles 

imaginaires, 

11 .  Si  dans  le  developpement  de  e*  on  change  xenx  V^— f,  et  qu*on 
represente  la  serie  resultante  par  e'^,  on  aura 

1.2         I. a. 3         I. a. 3. 4 

Si  Ton  convient  de  mdme  de  designer  par  e^  *^  le  resultat  de  la 
substitution  de  —  xyf^  k  x  dans  le  developpement  de  ^,  on  aura 


I. a        I. a. 3        I. a. 3. 4 
Ges  equations  peuyent  etre  eerites  comme  il  suit : 

.   .  (    e'*^=cosx-|-v^^«nj:, 

I  r*'*'^  =  cos  a:  —  yf^  sih  x ; 
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d'ou  I'oa  Ure 

I  CQ6X  = , 


I 


sinx  = 


*a^ — I         ■ 


ei  dans  toates  oes  formoles  il  ne  irat  pas  oublier  que  e**'*^  ei ~'*~ ' 
n'ont  ancmi  sois  CQumie  exponwitiritas  :  dies  ne  represenU^t  antre 

chose   que  les  series  qu'on  obtieot  en  snbstitoaDt  -hx^— i   et 

~  jT^^i  dansledereloppenientde^^,  eitraitant  ^— I  de  la  manure 
GODTenne. 


12.  n  esl  teDe  de  demovtier  qoe  oes  cipoiiaitidlcs 
doirent  ^Cre  trait^es  d'apres  les  m^mes  re^es  que  si  ks  exposants 
6taient  reds. 

Supposons,  par  eiem{de,  qa'Q  s'agisse  de  maltiptier  e'^^-^  par  e^^^r 
en  enlendanl  louionn  par  la  les  aMes  qui  representent  ces  eipres- 

sionSy  et  qui  penrent  dtre  remplacte  par  cosx-f-y'— i  sin  x  ei 

cosj--4-^— I  sin  r,  dont  le  prodait  est  cos  (x-hr)  -i-^—i  8in(x-h^). 
Cetle  deiniiie  cxpvesBon  at  icpi^ml^  dans  le  mtee  sens,  par 


La  r^^  des  exposants  reels  s'obserre  done  dans  la  maltiplication  de» 
wpowtidlea  iMaJniiicSy  ei,  par  soite,  dans  leor  division,  dans  lenr 
elevation  a  des  puissances,  ei  dans  Textraction  de  leors  racines. 

On  ponrrait  encore  dedoire  cette  proposition  de  ce  que  e^^  Haad 
^gal  a  e'e'^  poor  toates  les  ralerus  r6ei!es  de  x  et  ^,  co  a  identi- 
quement 

I  I. a  \       f        i.«         )\       1       i-«         t 

Uidentit^  ne  sera  pas  troabl^  en  changeant  dans  les  deox  menbrc* 

X  en  x^— I,  on  /-  en  j^—i :  ei  Ton  troovera  tonj/>ars  les  mlaa 
tennes  reefe  on  imaginaires  arec  l^  m^m#«  »i^n^  :  d  'iti  1  on  com1«& 
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ou  encore,  en  supposant  qu*on  change  seulement/  en  jy^— 1, 
^is+y  •_ i)  _  ^^y  vCT  _.  ^  ^gQg^_|_  y/ZTJ"  sin/) . 

13.  On  est  convenu  de  donner  le  nom  de  logarithmes  aux  exposants 
imaginaires,  comme  aux  exposants  r6els.  Ainsi  x  -{-jr^^^-^  ^^t  le  loga- 
rithme  de  ^(cos^+y^^  sin/) ;  0t  pour  avoir  le  logarithme  d*une 
expression  de  la  forme  adzb^—i^  on  posera  d'abord 

a±:  ^y/— I  =p(cosjF±  y'— i  sin  J?)  =e 

=  e  , 

f  ^tant  la  plus  petite  valeur  positive  de  x,  et  Ton  aura 

Si  &  =  o,  on  a  pour  toutes  les  valeurs  du  logarithme  de  a, 

\a  ±  v/— I  (<f  =t:  a/i7r). 

L'arc  ff  est  ^gal  ^  o  si  a  est  positif,  et  ^al  ^  9r  si  a  est  n6g»tif.  On  a 
done,  en  entendant  par  \a  le  logarithme  arithm^tique  du  nombre  a, 

/ 

1(4- a)  =  Iflia/iTTv/— I, 
1(— a)  —  la±  (2/l  +  i)irv/— I. 

Gette  demi^re  expression  ne  donne  aucune  valeur  r^lle;  la  premiere 
en  donne  une  seule. 
En  faisant  a  =  i,  on  trouve 

1 1  =  ±2/i7r/— X,     1(— i)  =  ±  (2/l  +  x)iry'— I. 

i4.  On  pent  exprimer,  au  moyen  des  formules  pr6c6dentes,  les  ra- 
cines  des  Equations  de  la  forme 

En  effet,  on  en  tire  d'abord 


^=-z^\/j-i- 
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Si  Ton  a-^ 9>o,  oa  =o,  les  iraleuis  de  x  seitMit  les  radocs 

4 

de  quantity  rdeUes,  et  nous  avons  tu  commeat  on  pooTait  les  expri- 
mer  au  moyen  des  lignes  tngonomtoiqoes. 

Si  Ton  a  ^  —  ^  <  o,    les  Taleois  de  j^  seront  de  la  fonne 
4 


a  d=  b^^^  et  Ton  en  extnira  les  ndnes  nt"^,  oomme  aoos  rarons 
indiqud  en  dernier  lien. 

S  Ton  forme,  d'apres  les  valeors  de  ces  racines,  les  facteurs  reels 
de  jT^'+ZM^+^y  on  reooDnait  immediatement  nne  construction 
simple  (jid  les  reprfaente  g§ooitoiquement,  et  qui  repose  sur  la  di\i- 
8ion  dn  oerde  en  parties  ^gales.  Nous  nons  dispcnserons  d*entrer 
dans  oesdtails. 

Nous  tenninerons  en  Cusant  renian|Qer  que  les  expressions  imagi- 
naires  sont  souvent  un  moyen  de  generalisation  qui  ne  saumit  ^tre 
remplac^  par  ancun  autre.  Ainsi  la  d6x>mposition  si  utile  des  polr- 
ndmes  algebriqnes  en  facteors  dn  premier  degre  n'est  possible  que 
par  Temploi  des  nnaginaires. 
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NOTE  11. 

DECOMPOSITION   DES   FRACTIONS  RATiONN£I«LES. 


15.  Tpute  fractkm  rationnelle  de  «  peut  6tre  consid^i^^  comma 
compos^e  d'une  partie  entire  par  rapport  kx  ei  d'une  fraction  dont  * 
ie  num^rateur  est  d'un  degr^  moindro  que  le  dteomiiiaiettr* 

goit  ^r^^  cette  fraction.  Nous  nous  proposons  de  la  decomposer  en 

fractions  plus  simples,  ayant  pour  d^nominateurs  les  facteu»  premiers 
de  /(^] ;  ce  qui  exige  d'abord  que  Ton  choxrhe  les  racines  de  oe  po- 
]yndme.  Supposons-les  d^termin^,  et  consid^rons  d'abord  le  cas  ou 
dies  seraient  toutes  in^gales;  d^ignons-les  par  a,  &,  c,. . .,  /.  Soient 
A^  8,  C,. . .,  L,  des  constantes  ind^termin^es,  et  proposons-nous  de 
satisfaire  k  Tidentit^ 

F(x)_     A  B  C  L 

f(jo)      X  —  a      X  —  b      X  —  c      "'      X  —  / 

ou,  en  muUipliant  par/(j:), 

^  '  ^    '         x  —  a         X  —  o         X  —  c  X  —  / 

Toutes  ces  divisions  indiquees  dans  le  second  membre  donnent  des 
quotients  entiers,  et  les  ind^termin^es  sent  en  m^me  nohibre  que  les 
diffSrents  ordres  de  tennes,  relativement  kx\  on  pourrait  done  trou- 
ver  leurs  valours  en  ^lant^  suivant  la  m^thode  ordinaire,  les  coeffi- 
cients des  m^mes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres.  Mais  il 
existe  dans  le  cas  actuel  un  moyen  beaucoup  plus  simple.  En  effet,  si 
I'oB  fait  x=a^  Tidentit^  subsistera  toujours,  et  tons  les  termes  da 

fix) 
second  membre  disparaitront,  except^  A  ■   ^    '  *  Pour  savoir  ce  qu'il 

X  ~~"  o 

devient,  on  pourrait  foire  d'abord  la  division  par  x  —  a^  puis  faire 
X  =ia  dans  le  quotient  entier.  Mais  il  vaut  mieux  traiter  la  fraction 
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^  ^    '  d'apr^  la  r^gle  relative  aux  fractions  qui  se  rMuisent  &  -;  et 

Ion  voit  alors  qu'elle  se  rMuit  kf'(a), 
Ainsi  rhypoth^  x=:a  r^oit  Tidentit^  k  la  fonnule  suivante : 


F(a)  =  Kf'(a),    d'oii    A 


et  comme/'(a)  n'est  pas  nul,  puisque  a  n'est  pas  une  racine  mul- 
tiple, il  est  toujours  possible  de  determiner  A  de  mani^re  &  ce  que 
r^uation  (i)  ait  lieu  pour  x  =  a. 
On  voit  de  m6me  qu'en  prenant 

r^ation  (i]  sera  satisfaite  par  x  =  b,  j;  =  c, . . . ,  x  =  /.  n  reste  k  en 
dMuire  la  preuve  de  Tidentit^  (i);  car  11  est  trte-important  d'obser- 
ver,  en  g^n^ral,  qu'il  ne  suffit  pas  d'avoir  trouv6  des  valours  pour  leg 
coefficients  ind^termin^s,  lorsque  Ton  n'a  pas  prouv^  d*avance  la  pos- 
sibility du  d^veloppement.  Or  on  sait  que  quand  deux  fonctions  enti^res 
de  X  sont  ^gales  pour  un  nombre  de  valours  particuli^res  de  x,  sup^- 
rieur  au  degr^  du  terme  le  plus  ^lev^,  elles  sont  ^ales,  terme  pour 
terme.  Done  les  deux  membres  de  T^ation  (i)  sont  rendus  identi- 
ques  par  les  valours  trouv^  pour  A,  B,  C,...,  L,  puisqu*ils  sont 
^ux  pour  les  diverses  valours  a,  b,  c,.,,\  /,  dont  le  nombre  sur- 
passe  d'une  unite  le  degr^  du  terme  le  plus  eiev6. 

i6.  S'il  y  avait  des  racines  imaginaires,  rien  ne  serait  change  dans 
les  raisonnements  precedents.  Les  constantes  qui  se  rapporteraient  k 
deux  racines  conjuguees,  ne  differeraient  Tune  de  Vautre  que  par  le 

signe  de  v^~,  et  les  deux  fractions  seraient  de  la  forme 

Sn*on  veut  iaire  disparattre  les  imaginaires,  on  effectuera  la  sonune 
de  cos  deux  fractions*  qui  se  reduira  k 

aM(x-g)4-aeN 
On  agirait  de  memo  pour  toutes  les  autres  racines  imaginaires. 
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17.  Supposons  maintenant  que  T^quation 

ait  k  la  fois  des  racines  in^gales  et  des  racines  ^ales ;  soil  a  Tune 
quelconqne  de  ces  derni^res,  et 

le polyn6me  y  {x)  n'admettant  plus  le  facteur  (x—  «) ;  posons 
F(a:)_       AAA  .  ^«-t     .   _L 

ou,  en  multipliant  par/(x), 

|F(x)=Af(a:)4-A.(a:-«)(p(x)  +  A,(a;-fl)»7(x)-h... 

Le  nombre  des  coefficients  du  polyndme  P,  ajout^  au  nombre  des  con- 
stantes  A ,  A, , . . . ,  A„_j ,  est  ^al  au  nombre  des  termes  de  cette  Equa- 
tion, et  il  s'agit  de  les  determiner  de  mani^re  ^  la  rendre  identique. 
Si  I'on  y  fait  x  =  a,  on  obtient 

F(«)  =  A(p(fl), 

d'ou  Ton  tirera  la  valeur  de  A.  DifiiSrentiant  T^quation  (2)  et  faisant 
ensuite  x  =  a^  i\  vient 

r(«)=Ay'(«)-fA,y(fl). 

Differentiant  successivement  la  mSme  ^nation  et  faisant  ensuite  x  =  a, 
on  introduira  a  chaque  fois  un  nouveau  coefficient,  et  Ton  pourra  ainsi, 
au  moyen  de  m  —  i  diff!6rentiations,  determiner  A,  A, , . . . ,  A„_,.  Les 
termes  provenant  de  P(jr  — a)"*  disparaitront  tous  par  Thypoth^ 
X  =  a. 

Ghercbons  la  formule  g^n^rale  qui  repr^nte  toutes  ces  Rations 
successives,  et,  pour  cela,  difPiSrentions /?  fois  T^quation  (2). 

Pour  savoir  ce  qui  reste  de  chacun  des  termes  quand  on  fera  x  =  a 
apr^s  la  differentiation,  consid^rons  le  terme  general  A^(x  —  aY <p (.r). 
On  trouverera  sa  deriv^e  de  I'ordre  p  au  moyen  de  la  formule  connue 

m 

ciXi  J .  2 
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dans  laqoelie  les  exposants  de  Q  ^  R  soni  des  indices  de  diferpntia- 


tion.  Ob  aim  aiesi 

f 

Si  /y  est  plas  grand  que  a,  les  premiefs  tennes  aoront  des  exposants 
n^ti&,  eC  on  derra  les  omeUre  parte  que  leurs  coefficients  deront 
zero ;  cela  tient  a  ce  que  qoand  ( x  —  a )  sera  afiiecte  de  Texposant 
z^ro,  fl  donnera  z^ro  poor  dMT§e. 

Voyons  maintenant  ce  que  devient  le  second  membre  de  Teqna- 
lion  (3)  qnand  on  y  fait  x=  a.^  Ton  a  /> <  /t,  il  se  r6duit  a  zero. 
Si  Ton  a  ^  =  A,  il  se  r6doit  4son  premier  tenne  /t  (^  —  i}...  a.i  &(  a ). 
Knfin,  s  Ton  a  /?  >  a ,  il  laodfa  se  borner  a  prendre  le  tenne  qui  en  a 
p^n  avant  lol,  parte  qall  anra  zero  poor  exposant ;  les  precedents 
auraiettt  done  on  exposant  negatif  et  doivent  dtre  omis,  comme  noos 
Ttvons  dit ;  ct  tes  suivants  deviendront  nols  qnand  on  fen  x  =  a.  Le 
second  memtire  de  Tequation  ( 3 )  se  rMuit  done  alors  a 

p{p—i)...^p—n-hl)^r—[a). 

Done  I'^qoation  ( a) ,  difierentiee  p  fois  en  sopposant  p<m^  donnera, 
poor  X  =  a,  en  observant  qa'il  foot  s^airftter  k  n=p, 

I     Y'(a)=A^(a)-^-pX,f'{a)-^p{p-'i)A,r-'{a)-^... 

Telle  est  T^qoation  gte^rale  qui,  en  donnant  it  p  toates  les  valears 
eoti^res  depois  o  jnsqo'a  m  —  i  inclosrvement,  fomnira  m  Equations, 
d'ou  Tond^daira  soccesshreoient  cbacnne  desqoantit^  A,  A^,..,  A^,. 
Ces  Equations  soot  les  snrvaates  : 

F  (a)=Aff{a), 

F(fl)=Af(fl)-hA,»(«), 

P  (fl)=A9'(a)-|-aA,f  (flH-^.i  A,t(/i), 

(5)/  F*(fl)=A^"'(«)-|-3A,^'(«H-3.2A,^'(«)-|-3.2.iA,^(/») 

[F«-'(a)=A-^"— (^)H-{/»- i)A,^-»-f-(/w- J)(/«-2)A,f  V)-i-— 
1.  «H 
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La  premiere  Equation  donne  la  valetir  de  A,  et  ce  sera  la  seule  incon- 
nue  si  m=  1 ;  la  seconde  fail  ensuite  connaUre  imm^iatement  A,,  la 
troisi6m8  A, ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'i  A„_, :  et  il  n'y  aura  jamais 
impossibility,  parce  que  le  coefficient  du  dernier  terme  n'^tant  jamais 
z^ro,  on  trouvera  toujours  une  valeur  finie  pour  chaque  inconnue. 

II  reste  k  prouver  que  rMproquement ,  si  Ton  prend  pour 
A,  Ap...;  A„_,,  les  valours  ainsi  d^termin^es,  on  aura  satisfaita 
Tidentit^  (2).  En  effet,  ces  valours  sont  tiroes  des  ^uations  (5),  qui 
expriment  que  rhypolh^se  x  =  a  annule  le  polyn6me  suivant  et  ses 
m  —  I  premieres  d6riv6e8, 

F(.r)  —  A«p(x)~  A,  (^  —  a)  ff  (x)  —  X^(x  —  af  <f  [x) . .  .^ 

Done,  d'apr^s  un  theor^me  connu,  ce  polyndme  est  divisible  par 
(  j:  —  fl)"*  et  pout  6tre  mis  sous  la  forme  P(j?  —«)'",  P  6tant  un  po- 
lyndme entier  qu'il  sera  facile  de  connaftre.  Done  les  identites  (2)  et 
(i)  seront  salisfaites. 
Gela  pos^,  on  pourra  traitor  d'une  maui^re  semblable  la  fraction 

P 

— : — r  relativement  a  une  autre  racine  multiple,  si  elle  en  renferme. 

et  continuer  ainsi  jusqu'a  la  derni^re.  La  fraction  j.)   [  sera  done  d6- 

compos6e  en  fractions  dont  les  num^rateurs  seront  ind^pendants  de  x. 
et  dont  les  d^nominateurs  ne  renfermeront  respectivement  qu'un  seul 
facteur  premier  de/(j7),  61eve  a  une  puissance  6gale  ou  inf6rieure  au 
degr^  de  multiplicity  de  ce  facteur. 

De  plus,  il  est  facile  de  reconnaitre  que  cette  d^omposition  ne  peat 
se  faire  que  d'une  seule  mani^re ;  car  si  les  constantes  relatives  k  la 
racine  a^  par  exemple,  ^taient  susceptibles  de  plusieurs  valeurs,  on 
devrait  les  trouver  toutes,  soit  que  le  calcul  fiHt  fait  d'abord  pour  cette 
racine,  ou  pour  tpute  autre.  Or  nous  avons  reconnu  que  les  constantes 
A,  A, , .  • . ,  A„_,  ne  pouvaient  avoir  chacune  plus  d*unevaleur.  Done  il 
n'est  possible  de  d^omposer  la  fraction  que  d'une  seule  mani^re  en 
fractions  simples  de  la  forme  propose. 

On  conclut  de  la  que  pour  les  racines  autres  que  la  premidre  a^  il 
ne  sera  pas  nteessaire  de  recommencer  les  calculs  sur  le  polyndme  P 
et  les  suivants.  H  suffira  de  changer  dans  les  equations  (5)  les  quan- 
tit^s  m,  a  et  (p  ( x),  en  celles  qui  se  rapporteront  a  toute  autre  racine 
de  r^quation  /( x)  =  o ;  car  c*est  ce  que  Ton  obtiendrait  en  conunen- 
cant  snccessivement  par  chacune  d'elles. 
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18.  Lescalculs  (Hr^c^lents  exigent  que  I'on  forme  le  polyndme  <p  (x) 
qui  est  le  qootienl  de  la  division  def(x)  par  (x—  fl)"/On  peut  se 
dispenser  de  faire  cette  operation,  et  exprimer  i(a),  y'  (a ),-.*,  y"-'  (a), 
au  moyen  des  d^v^  de  la  fonction  /( x )  elle-mdme :  on  les  substi- 
tuera  ensuite  dans  T^quation  g^^rale  ( 4),  de  laquelle  se  tirent  toutes 
ies  equations  (5).  Or,  si  Ton  differentia  les  deux  membres  de  I'^a'- 
lion 

lis  se  rdduiront  a  z6ro  par  rhypothdse  x  =  a^  si  le  nombre  dea  diff^ 
rentiations  est  inf(§rieur  a  m,  Suppo6(Mis-le  done  ^;al  k  m-^p^  p  4tant 
un  nonabre  entier  et  positif  quelconque. 

n  est  inutile  de  r^p^ter  id  ce  qui  a  ^t6  dit  au  sujet  de  T^ation  ( 3  )^ 
et  Ton  aura,  en  faisant  x  =  a  dans  les  d^rivto  de  Toitlre  m-{-p^ 

f^(a)  =  {m-^p)(m^p-^i)..,{p^x)^(a)', 
d'ou 


{m'^p)(ni-\-p^i),,.[p-\-i) 
L'equation  ( 4 )  devient,  par  la, 

^     '  {m+p){m-\-p^iY,.[p-{-i)         '\m^p-\).,.(p^x) 

^(iw-h;?  — a)...(/?  +  i)  ^  m(m—  i)...(^-f-i) 

Si  I'on  donne  kp  toutes  1^  valeurs  depuis  o  jusqu'^  m  —  i ,  on  aura 
pour  determiner  A ,  A, , . . . ,  A^.^ ,  les  m  Rations  suivantes  : 

F(fl)  =  A     ,    -^    7^ , 

^  '  m(m  —  i)..  .2.1 

^'  (/ll-hl)...2  '  /W(//I— I)..  .2 

^    '  (/n  +  2)...3  .      '  (/w-|-i)...3         '/ii..,3 

^'  (2in— i).../ii        '  (2i»  ■— 2).. .  w  "•  *     m 

49.  Les  calculs  precedents  peuvent  s'appliquer  aux  racines  imagi* 
naires  ^les,  aussi  bien  qu'aux  racines  reelles.  Mais  les  reductions 

a8. 
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entre  les  termes  homologues  relatifs  aux  racines  conjugu^es  ne  donneni 
pas  imm^diatement  des  r^sultats  aussi  simples  qae  le  mode  de  d^m- 
position  que  nous  allons  faire  connattre. 

Soient  a  zh  6^^  deux  racines  multiples  de  rordrem  de  I'^uatioD 
/(  j:)  =  o,  de  sorte  que  Ton  ait 

On  posera 

F[x)         Ax  +  B  A.x^B.  ■  A,„x^B,_,        P 

ou 

F(x)  =  (Ax  +  B)f(x)-h(A,^-fB,)[(x^a)»  +  6']y(j:)4-... 

Le  nombre  des  coefficients  ind^termin^s  est  6gal  au  nombre  des  termes 
qu'il  faut  6ga1er  de  part  et  d'autre,  en  ayant  ^ard  k  ceux  du  poly- 
ndme  P.  Mais  nous  nous  proposons  ici  de  determiner  seulement 

A,  B,  A,,  B,,...,  A„„,,  B„_,.  Or,  si  Ton  fait  i:=  a  db  e^^^dans 
la  demidre  ^nation  et  dans  6es  derives  successives,  chacune  des  equa- 
tions ainsi  obtenues  se  partagera  en  deux  autres,  k  cause  de  }a  quan- 
tity imaginaire  y/^i ;  et  deplus,  il  s'introduira  dans  chaque  nouvelle 
Equation  deux  nouveaux  coefficients  inconnus.  Ainsi,  la  premiere  d6- 
terminera  A  et  B,  la  seconde  A,  et  B,,  et  la  /w**"",  A„_,  et  B„_,. 

Ces  m^mes  formules  s'appliqueraient  aux  autres  racines  imaginaires 
6gales,  en  changeant  convenablement 

a,     6,     m,     ^(^)' 

On  pourrait  encore,  comme  dans  le  cas  des  radines  t^elles  Qgales,  se 
dispenser  de  former  le  quotient  ?  (•2:),  et  faire  dependre  sa  valeur  et 

celle  de  ses  d6riv6es,  pour  a?  =a=t:  6^— -i,  des  valours  que  pren- 
nent,  dans  la  m^me  hypothese,  les  d^riv^es  de  f(x)*  mais  les  for- 
mules sont  moins  simples  que  dans  le  cas  pr^^etat. 
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NOTE  in. 

KEGLES   DE  CONVERGESCE   DES   SERIES. 


On  appelle  serie  une  suite  de  termes  positi£s  oa  oegatifs,  doot  le 
nombre  est  infini. 

Od  dit  qa'une  sMe  est  com^ergente^  lorsque  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  toid  vers  one  limite  d^tenninee,  a  mesore  que  n  aug- 
mente  iiiddfiiiiiiiait.  Elle  est  divergente  dans  le  cas  contraire. 

20.  Le  developpement  en  sMes  pent  ^tre  tr^utile  pour  la  deter- 
mination approdite  des  grandeurs,  soit  constantes,  soit  Tariables. 
Mais  on  ne  pent  6videmment,  dans  des  calculs  soit  numenqous,  soit 
alg^briques,  remplacer  nne  quantite  quelconque  par  une  serie,  que 
lorsque  celle-d  a  pour  limite  cette  quantity  m^me.  H  est  done  neces- 
saire  de  connaitre  qoelques  caracti^res  d*apres  Icigquels  cm  puisse  juger 
si  une  serie  donnfe  est  ou  n'est  pas  convei^nte.  Nous  allons  exposer 
les  regies  les  plus  simples  qui  ont  ^  donndes  a  oet  effet,  et  dont  quel- 
ques-unes  sent  tirees  du  Coun  tt Analyse  de  M.  Cauchy. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  la  ^omme  des  termes  d'une  serie 
ne  pent  tendre  vers  une  limite  d6termin6e,  si  la  grandeur  des  termes 
ne  tend  pas  vers  zero.  Cda  est  tout  ^  £dt  Evident,  lorsque  les  termes 
sent  tons  de  m^me  signe,  parce  qu'alors  leur  somme  crottrait  inde6- 
niment  avec  leur  nombre.  Mais,  lors  mdme  qu'ils  seraiest  de  signes 
diffi6rents,  les  sommes  successives  ne  pourraient  avoir  une  difference 
moindre  que  toute  quantity  donnte  avec  une  grandeur  determine, 
puisque  deux  sommes  cons^cutives  auraient  toujours  entre  eUes  une 
difli^rence  finie,  qui  serait  le  terme  auquel  s'arr^te  la  demiere. 

H  est  done  incfispensable,  pour  qu'une  s^rie  soit  ronvergente ,  qu^ 
ses  termes  aient  pour  limite  zi^ro ;  mais  cela  n'est^pas  suffisant,  comme 
nous  aurons  occasion  de  le  reconnaltre.  n  iaut  toujours  s'assurer 
qu*aprto  avoir  d^pass^  un  assez  grand  nombre  de  termes,  a  f^tir  du 
commencement,  et  s'arr^tant  h  un  terme  quelconque  au  deli,  la  sooune 
des  suivants,  quelque  nombre  que  Ton  en  prenne,  est  au-dessous  d'une 
quantity,  qui  pent  dtre  supposde  aussi  petite  que  Ton  voudra. 

U  est  encore  bon  de  remarquer  que  si  une  s^rie  est  convergente 
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quand  on  prend  tous  ses  termes  avec  le  mdme  signe,  elle  le  sera  en- 
core quand  on  multipliera  tous  ses  termes  par  un  m^me  nombre  quel- 
Gonque,  ou  mSme  par  des  nombres  difiiSrents,  positifs  ou  n^tiis^ 
pourvu  qu'ils  restent  finis.  En  efPet,  puisque  la  somme  arithm^iiqtte 
des  termes  de  la  premiere  s^rie,  qui  sont  au  delA  d'un  certain  rang, 
pent  6tre  suppose  moindre  que  toute  grandeur  donn^,  il  en  ser9 
de  mSme  dans  la  seconde;  car  la  somme  de  ses  termes  au  detii  du 
mSme  rang,  lors  mdme  qu'on  les  prendrait  tous  avec  le  mdme  signe, 
sera  moindre  que  la  somme  des  correspondants  de  la  premiere,  mol- 
tipli^e  par  le  plus  grand  des  facteurs  introduits,  qui  est  suppose  fini. 


21.  La  s^rie 


iH 1-5-1-7-1-... 4-- T*-... 

a      3      4  n, 


offre  un  exemple  d'une  suite  indefinie  de  termes  d^roissant  indefi- 
niment,  et  dont  la  somme  n'a  pas  de  limite.  En  effet,  faisons  la  somme 


des  n  termes  qui  suivent  -9  ou 

I  I  I 

1 — \ — h...H — ; 

die  est  ^videmment  plus  grande  que 

h...H ou    — J    on  enfin    — 

%n      in  in  in  -       a 

Done,  a  quelque  terme  que  Ton  s'arr6te  dans  la  s6ne  en  question,  on 
peut  toujours  en  prendre  un  assez  grand  nombre  ^  l9  suite,  pour  obte- 

nir  un  nombre  plus  grand  que  -;  et,  par  consequent,  la  somme  des 

termes  de  cette  s^rie  ne  tend  pas  vers  une  limite ,  et  peut  crottre  in- 
d^finiment. 

Series  dont  tous  les  termes  sont  positifs, 

22.  Premier  th^oreme.  —  Une  serie  est  conpergente ,  lorsque  le 
mpport  d*un  terme  au  precedent  tend  vers  une  limite  plus  petite  que 
P unite,  a  mesure  que  le  nombre  qui  exprime  son  rang  devient  de  pltis 
en  plus  grand.  Elle  est  divergente  lorsque  cette  limite  est  plus  grande 
ffuc  V unite. 

Soit  la  s«^ric 
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et  supposons  que  -^^^  ait  une  limite  A-  plus  petite  que  Tunite.  Soit  a 


«- 


un  nombre  d^tennin^  quelconque,  compris  entre  i  et  A- ;  -^^  finira' 

par  dtre  constamment  inf^eur  k  a,  quand  n  aura  d^pass^  une  cer- 
taine  valeur.  En  consid^rant  la  s^rie  k  partir  d'un  terme  quelconque, 
au  dela  de  cette  valeur,  on  aura  cette  suite  ind^finie  dln^galiies 

u  u    .  w    . 

d'ou  r^ulte 

Tous  les  termes,  a  partir  de  u^, ,  sont  done  infi^eurs  a  ceux  de  li| 

suite 

qui  est  une  progression  g^m^trique  decroissante,  et  qui  a,  par  con- 
sequent, une  limite.  Done  aussi  la  s^rie  proposee  a  une  limite,  puisque 
la  somme  de  ces  termes,  tous  positifs,  va  constamment  en  augmentant, 
et  reste  n^anmoins  au-dessous  d'une  certaine  quantity  finie. 

D  est  m^me  facile  d'apprecier  Terreur  commise  en  s'arr^tant  *k  uq 
terme  quelconque.  En  effet,  on  a    ,    ' 

done. 

lun.  ( w,-ha.^,  4-. . .)  <  ^j-^- 

L'erreur  commise  eif  s'arr^tant  au  terme  u^^  inclusivement  est  done 

moindre  que — ^—  Or  u^  est  une'quantite  connue,  qui  peut  dtre 

aussi  petite  que  Ton  voudra,  puisque  les  termes  de  la  s^rie,  ^tant  an- 
dessous  de  ceux  d'une  progression  gtom^trique  d^roissante,  peuvent 
devenir  moindres  que  toute  quantity,  donn^ :  quant  k  a,  il  sera  en 
g^n^ral  assez  facile  d'en  avoir  une  valeur  suflSsamment  approchee. 

il  est  Evident  que  notre  raisonnement  ne  suppose  pas  que  — "^-^  ait 

Tenement  une  limite,  mai^  seulement  qu'il  finisse  par  6lre  toujours 
au-dessous  d'un  nombre  d^termin^,  plus  petit  que  I'unit^.  Nous  nous 
sommes  exprim^  ainsi,  parce  que  ce  n'est  que  dans  des  cas  tr^s-excep- 
tionnels  que  cette  fonction  de  /z  a  une  valeur  ind^ierminde  lorsque  // 
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augmente  ind^finiment.  Cette  remarque  s'appliquera  a  tout  ce  qui 
suit. 

23.  Si,  au  contraire,  on  avait  A*>  i,  on  finirait  par  avoir  -2±i  >  a, 

OL  6tant  copapris  .entre  i  et  k^  et^  par  consequent,  plus  grand  que 
Tunite.  On  aupait  alors 

Les  termes  de  la  s^rie  propose  croitraient  done  ind^finiment,  et,  par 
cons^uent,  k  plus  forte  raison  la  s^rie  n*aurait  pas  de  limite.  Ele 
serait  done  divergei;te. 

Si  Ton  av^it  A-  =  i,  on  ne  pourrait  rien  affirmer;  et,  dan?  ce  cas,  il 
peijit  arriver  qu'une  s6rie  soit  convergente,  ou  qu'elle  soit  divergente. 

u 

24.  Toutefois  il  est  bon  de  remarquer  que  si  le  rapport  -^^  finit 

par  ^tre  toujours  au-dessus  de  sa  limite  i,  la  s6rie  est  divergente;  car 
alors  les  termes  finissent  par  ailer  toujours  en  croissant ;  et,  comme 
ils  sont  tons  positifs,  leur  somme  peut  devenir  plus  grand^  que  toute 
quantit6  d,onn6e,  puisqu'il  en, serait  ainsi  lors  m^me  qu'ils  conserve- 
raient  une  valeur  constante,  quelque  petite  qu'elle  filt. 

^.  Si  I9  s^rie  est  ordonn^e  par  rapport  aux  puissances  d'une  va- 
riable x^  et  que  Ton  ait  g^n^ralement  «„  =  A^a:",  le  rapport  -^^ 

A  A 

deviendra  -^  ^ ;  et,  en  designapt  par  k  la  limite  du  rapport-^?  |a 

condition  de  convergence  sera 
d^ou  Ton  tire 

Ainsi  la  s6rie  sera  convergente  tant  que  x  sera  plus  petit  que  7'  et 
divergente  quand  il  sera  plus  grand  que  -r  II  pourra  y  avoir  incerti- 
tude  quand  x  sera  6gal  a  j* 
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Des  remarques  analogues  pourront  ^tre  faites  au  sujet  des  regies 
suivantes. 

26.  En  appliquant  la  r^le  pr^6dente  k  la  s6rie 

II  I  I 

I       1.2        i.!i.3  i.!i.3..,a 

on  trouve 


ety  par  cons^uent^ 


M^         «  -H  I  ' 


lim.  -2±i.=  o: 
u 


la  s^rie  est  done  coiivergente.  Sa  limite  est  fractionnaire  et  comprise 

II 
entre  a  et  3;  car  la  suite  des  termes  -H r+, . ,  est  inf6rieure  a 

2         2.3 

celte  de  la  progression  qui  commencerait  par  les  deux  premiers  termes, 
et  la  limite  de  cette  derni^re  est  moindre  que  Tunit^,  Pour  avoir  une 

limite  de  Terreur  commise  en  s'arr^tant  au  terme ?  on  remar- 

I  .2.  •  ./z 

quera  que  le  rapport  -^^  allant  toujours  en  dimimiant,  les  termes 

suivants  sent  au-dessous  de  ceux  de  la  progression  g^m^trique  donl 
les  deux  premiers  termes  seraient  ceux  qui  suivent  imm^iatement 
1 


1.2.  .  ./Z 


9  c*est-i-dire 


et 


1.2.  ..(/l  +  l)  1.2.  .  .  (/l-f-l)(/l-|-2) 

Done  la  somme  des  termes  qu'on  n^lige  dans  la  propos6e  est  infi6- 
rieure  a  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  cette  progression,  qui 
est 

7/4-2 

1 . 2 .  .  .  /i  (  «  -j-  I  )■■'  , 

C'est  done  1^  une  limite  de  I'erreur  commise  en  s'arrdtant  a — 

I  .  2 ...  /I 

On  pourrait  prendre,  a  plus  forte  raison,  comme  limite,  I'expres- 
sion  plus  simple 

I 
I  .  2  . 3 . . .  (  /I  —  I  )  «* 

donl  la  valeur  est  plus  grande  que  la  premiere. 
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Cette  s^rie  est  d'un  grand  usage  dans  I'analyse,  et  Ton  d^igne  ordi- 
'  nairement  sa  limite  par  la  lettre  e, 

II  est  facile  de  d^montrer  que  sa  valeur  est  incommensurable. 
En  effet,  supposons  qa'elle  soit  commensurable ;  comme  elle  n'est 
pas  enti^re,  elle  sera  ropr6sent^  par  une  expression  fractionnaire 

irr^uctible  -9  q  ^tant  >  i ;  on  aurait  ainsi  T^galit^ 

P         .J.I  I 

q  I         1.2         I.<2.3 

En  mukipUant  les  deux  membres  par  i  .2.3. . .  ^^  on  aurait 

I.2.. .  (<y  —  i)p=  i.2...y+2...y-|-3...y-|-...-hi 

Or  la  limite  de  la  somme  des  termes  fractionnaires  du  second  membre 
est  plus  petite  que  Tunit^,  puisque  pes  termes  sont  infiSrieurs  k  ceux 
de  la  progression  geom6tri(}ue 

"i  /     ,    \«» "1  •  •  • 


7  +  1      (7  +  0' 

jdont  la  limite  est  -  7  et,  par  consequent,  plus  petite  que  I'unit^.  Done 

|a. limite  du  second  membre  de  la  demi^re  ^nation  ne  serai t  pas  ^ale 
au  premier;  oe  qui  est  absurde.  II  r^uUe  de  1^  que  la  limite  de  la  s6rie 
propose  ne  pouvait  dtre  ^al^e  k  un  nombre  commensurable.  Cette 
limite  est  done  incommensurable,  comme  nous  voulions  le  d^montrer. 

27.  La  quantity  que  nous  avons  d^sign^e  par  e  peut  ^tre  consider^ 
pomme  la  limite  d'une  autre  expression  romarquable  que  nous  aliens 
faire  connattre. 

D^signons  par  m  un  nombre  entier  positif  crpissant  ind^finiment,  et 
consid^rons  Texpression 


(-^) 


m 


qui  se  prdsente  sous  la  forme  ind^terminee  1°^ ,  quand  on  y  fait  m 
infini.  Pour  determiner  la  limite  verslaquelle  elle  lend,  quand  m  croil 
jnd^finiment,  d^veloppons-la  suivant  la  formule  ordinaire  du  bindme; 
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nous  auTODS 

(I  \"               m     I        mim —  i)    i 
*-»-  — I  =>-* J — -rir-^  7^-^'- 
mj                I     m  1.2        nr 

infill — i) (m  —  n-hO    I     ,  ,1 

-T-  "j    *"••  ""^Iji' 

Tous  les  termes  da  seoond'nMiDbre  sont  positife,  et  leor  nombre  est 
fini  et  ^gad  a  m  +  i.  On  peot  mettre  oelle  ^qoation  soosla  forme 

1  \       In)  I  I. a  I. a. 3 


->r- 


I  .2. 


On  Yoit  d'abord  qu'iui  terme  qoeloanqne,  de  nng  d&tennine  et  inva- 
riable, ai^;mente  en  mdme  temps  que  m;  et  ccMnme  le  nombre  total 
des  tennes  augmente  aossi,  leor  soomie  augmente  oonstamment.  D'ou 

il  suit  <pie  ( iH —  \   augmente  en  m6me  temps  que  nt. 

On  reoonnait  encore  que  les  num^teuis  des  tennes  qui  forment  le 
second  membre  de  r^qoation  ( i ),  ^tantmoindres  que  Funite,  ces  termes 
sont  an-desBOtts  des  ooirespondants  de  la  s^e 

(2)  I-J-7-i-^ *- 


I  1.2         1.2.3  1.2. ..R 

dent  la  limite  est  e,  D'ou  Fen  conclut  d^ja  que  I  i  H —  )    est  toujours 

moindre  que  ^;  mais  nous  allons  demontrer  qn'il  s'en  approche  inde- 
finimoiL 
En  effet,  le  lerme  qui  en  a  it  avant  lui  dans  le  d^veloppement  (i] 

tend  ind^finiment  vers k  mesore  que  m  croit.  Done  la  somme 

1.2. ..R 

des  «  + 1  premieis  tennes  dece  d^veloppement  peat  diflKrer  aussi  pea 
qu'on  voudia  de  la  somme  s^  des  oon^espondants  de  la  s^rie  (2),  qael- 
que  grand  que  soit  le  nombre  d^lennin^  /t.  Mais  la  differ»ice  cntre  f. 
et  c  pent  devenir  moindre  que  toute  quantity  donn^ ;  done  il  en  est 
de  meme  de  celle  qui  existe  entre  c  et  la  sommi*  des  n  +  1  premiers 
tprmes  du  d^veloppement  (i),  et.  a  plus  forle  raison,  do  la  diflR^rence 
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qui  exisle  entre  e  et  le  d^veloppement  (i)  tout  entier,  ou  ( i  H — )  • 

Done  enfin  (*+--)    tend  vers  la  limite  e  lorsque  m  croft  indent- 

ment,  en  restant  toujours  entier. 

('.onsid^rons  maintenant  des  valeurs  positives,  non  enti^res  pour  m, 
Faisons  M  =  p+e,  s  ^tantunequ^ntit6  positive  moindre  que  Tunit^,  et 

P  un  nombre  entiert  L'^xpression  ( i-f-  ^ )    devient  (  i-i-  r— -  \        ; 

or  on  la  rendra  plus  grande  si  Ton  diminue  le  d^noroinateur  fz+e  et 
qu'on  augmente  Texposant  f^^  +  s ;  et  on  la  rendra  plus  petite  en  aug- 
mentant  le  d^nominateur  el  diminuant  Texposant.  Vexpression  pro- 
pos6e  ser^  done  eomprise  entre  |es  deux  suivantes  : 

que  Ton  peut  mettre  respectivement  sous  la  forme 

Of  il  est  (Evident  qu'elles  tendent  Tune  et  Tautre  vers  la  limite  e,  puis- 
que  fA  est  entier,  et  que  d-ailleurs  le  faeteur  iH —  et  le  diviseur 

I  H ; —  tendent  vers  Tunit^  a  me&ure  que  u.  augmente.  Done  enfin 

la  quantity  interm6diaire  (  i  -] — \  tend  vers  e,  de  quelque  niani^rp 
que  yarie  la  quantity  positive,  ifid^Qniment  croissante,  d^ignte  par  m. 

Si  Ton  pose  —  =  a,  on  ^nonpera  le  m6roe  r^ultat  da  cet(p  autre 

mani^re. 

I 

L'expression  (i  -h  a)*  tend  vers  la  limite  e  lorsque  a  est  una  quan- 
tity positive  qui  tend  vers  z^ro,  suivant  une  loi  queiconque. 

II  reste  a  eonsiderer  le  cas  de  —5  ou  de  a,  n^gatif  et  tendant  vers 


z6ro.  On  posera,  dans  ce  cas,  i  4-  «  =  "~3rg '  ^  ^"^^  ""®  quantile 
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positive  tendant  vers  z^ro.  On  tirera  d6  celle  relatioii 


1-6 
a  = 

*   et,  par  suite. 


1-^6 


6  /.   .  i?\€ 


(,4-a)«=^(i-|-€)    '^     =(i4-6r(i-i-6). 


I 

Or  6  ^tant  positif,  (i  +  6)   tend  vers  e,  lorsque  6  tend  vers  z^ ;  de 

I 

plus,  1-1-6  tend  vers  Tunit^;  done  (i  -f- «)"  tend  encore  vers  Cy  lors- 
que a  est  n^tif. 
Ainsi,  lie  quelque  mamere  que  la  quantite  a  tende  vers  zero.  Vex- 
I 

pression  (i  -|-  a)*  tend  vers  ia  limite  e% 

I 

Remarque,  —  Puisque  ( i  +  a)^  a  pour  limite  e,  son  logarithme  n^ 
p^rien  aura  pour  limite  i.  Done 

1 

lim.l.(n-af  =  lim.i-^i^±lil=  ,, 

Ainsi  a  6tanl  infiniment  petit,  on  pour ra  substHuer  a  «?  I  ( i  -h  a)  dans 
k's  rapports  thnt  on  cherchem  la  limite, 

28.  Si  au  lieu  de  (  i  H — )    on  avail  d^velopp^  ( i  H — )  )  on  au- 
rait  trouv^  pour  limite,  au  lieu  de  la  serie  (2),  la  suivante : 

^  X       s^  a?  ^        xT 

I       1.2      1.2.3  1.2. ../I 

qui  est  convergente,  quel  que  soil  x^  en  vertu  de  la  r^gle  pr^cMente. 
Or 

en  posant  —  —  a;  et  a  tend  vers  z6ro,  quel  fpae  soil  x,  lorsque  m 
m 
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croit  ind^finiment :  done  (  i  H — J  a  pour  limite  e*  quel  que  soit  x, 
et  Ton  a,  par  couB^ent,  Tidentite  suivante  : 

I       1.2      I. a. 3  1.2.4. /I 

Ce  d^veloppement  important  conduit  immediatement  k  celui  de  ef^ 
a  6tant  un  nombre  quelconque.  En  effet,  a  =  e^',  la  caract^ristique  1 
d^ignant  les  logarithmes  dans  la  base  e,  qui  est  celle  de  N^per.  On 
aura,  par  suite,  a*  =  ^*'',  et,  par  consequent, 

I  1.2  1.2.3  1.2. ../I 

Consid6rons  encore  la  s^rie 

X      .r*  .r" 

12  /I  ' 

elle  sera  convergente  si  Ton  a 

lim .  — '—  X  <  t     ou    x  <  I . 

Elle  sera  divergente  si  Ton  a  x  >  i ,  et  les  termes  crottront  ind^fini- 

ment.  Lorsque  Ton  a  x  =  i ,  la  limite  de  -^^  devient  Tunit^,  et  nous 

avons  dit  qu'on  ne  pent,  dans  ce  cas^  prononcer,  en  general,  sur  la 
convergence  ou  la  divergence  d'une  s6rie.  Mais  il  ti^y  a  pas  ici  d'incer^ 
titude;  car  la  s^rie  devient 

III  i 

2        o        4  ^ 

et  nous  ayons  reconnu  pr^6demment  que  la  somme  des  termes  de 
cette  s^rie  est  infinie. 

Remarque,  —  Si  une  s6rie  ordonn^  suivant  les  puissances  dex  est 
convergente  pour  x  =  a,  eile  le  sera  pour  toute  valeur  de  x  ayant  une 
valeur  absolue  moindre  que  a. 

En  effet,  si  Ton  d^igne  par  d  la  difference  de  deux  exposants  con- 

s^cutifs,  le  rapport  de' deux  termes  g^n^raux  cons^utifs  sera-—^  x^y 
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d'apr^s  rhypoth^se  c^  lim.  -^  est  tout  au  plus  6gal  ^  i.  Si  donjc  on 

met  au  lieu  de  a  un  nombre  a  plus  petit  numeriquement,  on  aura 

A.        ' 
or  lim.  —^  <  I  et  la  s6rie  sera  par  consequent  convergente  pour  x^a.. 

Autre  remarque,  —  Si  une  s6rie  ordonn^e  par  rapport  aux  .puis- 
sances de  X,  a  ses  coefficients  constants,  etque  Ton  ait  .r^  lim.  -fti  <;;  i 

K 

pour  une  certaine  valeur  de  x  les  d^rivees  de  ses  termes  formeront 
une  s^rie  convergente  pour  cette  valeur  de  x, 
£n  effet,  soient  les  deux  termes  cons^cutifs 

Le  rapport  de  leurs  d6riv6e8  sera  ^— ^  jf^  et  sa  limit?  sera 

P        K 
A 
-~i  x^  qui  est  plus  petit  que  ['unite.  La  s6rie  des  derivees  est  done 

convergente. 

On  pent  m6me  d^montrer  que  la  somme  de  cette  s^rie  est  la  deri- 
ve de  la  somme  de  la  premiere. 

/ 
29.  Deuxieme  theorems.  —  Une  sSrie  dont  le  terme  general  est  u^ 

I 
est  convergente  lorsque  a"  tend  vers  une  limite  k  plus  petite  que  Vu- 

nite,  quand  n  augmente  indefiniment,  Elle  est  divergente  lorsque  Us 
limite  h  est  plus  grande  que  P unite, 

Supposons  d'abord  A*  <  i ,  et  soit  a  un  nombre  quelconque  compris 


I 

M 


entre  X-  et  i ;  d'apr^s  Thypoth^se,  u  finira  par  6tre  constamment  moin- 

dre  que  a,  depuis  une  certaine  valeur  de  n  jusqu'^  Tinfini.  On  aura 
alors  les  in^alit^  suivantes  : 


1 

#     - 


u    <CoL,     u,     <a,     u    .     <a,...; 
d'ou 

Done,  a  partir  d'une  valeur  convenable  de  /i,  tous  les  termes  de  la 
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s^rie  sont  au^dessous  de  ceux  de  la  progression  g^om^trtque  d^crois- 
sante 

doiid  la  66rie  proposee  a  une  limite ;  et  Ton  aura  une  quaiitite  plug 
grande  que  Terreur  commise  en  s.'arr6tant  k  i^^,,  en  prenant  la  limite 

de  oette  progression  g6om6trique,  qui  est 


a« 


I  —  a 

Supposons  maihlenant  /*  >  i ,  et  soit  encore  a  un  nombr^  quelconque 

I 

compris  entre  /•  et  i;  on  finira  par  avoir  w"  >  a^  au  del&  d'ube  ceftaitofe 

valeur  de  nr,  et  Ton  aura  alors  les  indgalit^ 

d'o^^  suit  qu'a  partir  de  u^,  les  termes  de  la  s^ie  sont  au^essus  d^ 
ceux  de  la  progression  gdom^trique  croissante 

a«  +  a*^*  4- a"^' + 

lis  croissent  done  eux-m^mes  ind^finiment,  et  la  s^rie  propbs^  est 
divergenle. 

Enfin,  si  Ton  avait  A*  =  i ,  on  ne  pourrait  affirmer,  en  g^n^ral,  si  la 
serie  est  convergente  ou  divergentOi 

30.  Troisi^mb  th^r^me.  —  Si  les  ierm&s  d'une  serie 

vont  constammeHt  en  decroissant  a  partir  du  prehiief',  ceiie  serie 
sera  convergente  6u  divergenie  en  mSme  temps  que  la  siupqnte : 

En  effete  supposons  d'abord  la  premiere  s^rie  convergente.  Ses  termds 
allant  constamment  en  decroissant,  on  aura  les  relations  suivantes : 

4/^3<2Z/,4-2W3, 
8w,  <  'lU^  -j-  2  Wj  4-  2//g  -f-  2//, , 
l6w„<2«.  + H-2«,5, 
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Ajoutanl  nembre  a  membra  ces  egaiiUis  et  inegalil^  en  nombre  infuii, 
oD  voit  que  b  somme  des  premiers  membres,  qui  soot  les  tennes  de 
la  sefie  •  a  .  <era  aa-des^us  de  la  somme  de  ceux  de  la  suivante,  ter- 
mini an  meme  indice  de  a. 

Or  cette  serie  n  est  autre  cboee  que  la  serie  (i)  doat  on  aunut  double 
les  tennes.  excepte  te  premier.  Elie  a  done  one  limite^  et,  par  conse- 
quent, la  serie  (at  en  a  une  a  plus  forte  raiiKHi.  Ainsi^  d*abord  la  con- 
vergence de  la  premiere  serie  entraine  celle  de  la  seconde.  Supposfmsv 
en  second  lieur  la  serie  'I'l  dirergente,  ses  Kennes  allant  toujours  en 
decroissant :  on  aura  evidemment  les  relations  soivantes  : 

4a,  >  a,  -h  «.-r  «5  -i-  «^. 
8«.  >  H--h«, -i-«,,- 


Ajoutant  les  premiers  membres  entre  eux,  ainsi  que  les  seconds,  on 
reconnajt  que  la  somme  des  termes  de  la  serie  (a )  est  plus  grande  que 
la  somme  de  ceox  de  la  serie  (i\  termines  a  celui  d  indice  double;  et 
conime  cette  derniere  croit  indefiniment  par  hypothese,  il  ra  est  de 
m^me  de  I'autre.  D'ou  il  suit  encore,  comme  on  Toukit  le  demontrer« 
que  la  dirergence  de  la  s^rie  (i)  entraine  celle  de  la  serie  (%).  Done, 
enfin,  les  deux  series  proposees  sont  toujoors  ra  m^me  temps  conver> 
gentes  ou  diTergentes. 

31.  Prenons  par  exemple,  pour  la  s^rie  (i),  la  sui^-ante : 

(3)  H__L_|_  J--|--L-f-...; 

a.»      3/*      4'« 
la  s^rie  ( a)  deviendra 

Or  cette  derniere  est  une  progression  geometrique  dont  la  raison  e$t 

2'"".**.  EUe  est  d^roissante  si  Ton  a  u  >  i,  el croissante  si  a  <  i  ou 
[x  --  1.  Done  aussi  la  s^rie  (3)  est  convergenle si  u  ^  i,  el  dixei-^tMUe 

si   a  <r  1 ,  ou  u  —  I . 

1.  .it) 
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La  cons^uence  relative  a  f*  =  i  montre  que  la  serie 

I      II 

IH 1-0  +  7  +  --- 

2         3         4 

est  infinie,  comme  nous  Tavions  d6ja  reconnu. 
32.  QuATRiiBMB  TH^ORiME.  —  Jm  serie 

est  convergente,  lorsque,  n  croissant  indefiniment,  -r— ^  a  une  limiie 

plus  grande  que  Vunite,  Mile  est  divergente  si  cette  Umite  est  plus 
petite  que  l*unitS, 

En  efifet,  sqit  h  cette  limite,  et  supposons  d*abord  A  >  i.  On  aura 
done,  depuis  une  certaine  valeur  de  n  jusqu'^  Tinfini,  cl  ddsignant  un 
nombre  compris  entre  i  et  A,  * 

Les  termes  de  la  s^rie  propose,  k  partir  de  u^^  sent  done  inf^rieurs 
k  ceux  de  la  suivante  : 


H~: --h..-. 


/!«       (/2  +  i)«      [n-\-i]^ 

Or  celle-ci  est  convergente  d'apr^s  le  thdor^me  pr6oMeiit,  puisque 
Ton  a  a  >  I ;  done  aussi  la  propos^e  est  convergente. 

Supposons  en  second  lieu  A  <  i ,  et  soit  a  un  nombre  compris  entre 
I  et  h.  On  finira  par  avoir,  au  del^  d'une  certaine  valeur  de  n^ 

Les  termes  de  la  s6rie  proposde  seront  done  alors  au-dessus  de  ceux 
de  la  suivante : 

-^H ^ h.... 
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Mais  cette  derni^re  est  divergente,  puisque  Ton  a  a  <  i  :  done  la  pro- 
pos6e  Test  aussi.  Ce  qiCil  fallait  demontrer, 

33.  Lorsque  la  limite  h  est  I'unite,  on  ne  pent,  en  general,  pronon- 
cer  8ur  la  convergence  on  la  divei^ence  de  la  serie.  Cependant,  1<m«- 

que  le  rapport  -j^  est  toujours  inferieur  a  sa  limite  i,  il  est  facile 
de  ddmontrer  que  la  s^ie  est  divergente. 

En  effet,  I'in^galit^  -^  <  i  donne 

1// 


done  les  termes  de  la  s6rie  propos6e  sent  au-dessus  de  ceux  de  la 
suivante : 

I  I  I 

-H-— 7-tH- 


que  nous  avons  d^montr^e  divergente.  La  propos6e  Test  done  eHe 
n)dme«  * 

Si  le  rapport -|-2  est,  au  eontraire,  toujours  sup^rieur  a   sa  li- 

mite  I,  on  prouverait  bien  que  les  termes  de  la  serie  propose  sont 
au-dessous  de  ceux  de  la  suivante : 

I       ,       I  « •  • .  • 
n      n-\-\  _    ^ 

mais  celle-ci  6tant  divergente,  on  ne  saurait  en  conckii:e  que  la  pro- 
pos6e  est  eonvergente. 

JiUre  regie  pour  la  convergence  des  series, 

34.  Remarquons  d'abord  que  si  Ton  a  une  s6rie  eonvergente,  ayant 
tous  ses  termes  positifs 

«o-+- ", -f . . .  +  ««-+-«„^.,H-. . . , 
et  qu'une  autre  s^rie 

29. 
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soil  telle,  que,  depuis  un  certain  terme  jjisqu'^  rinfini,  on  ait 


cette  seconde  s^rie  sera  convergente ;  car,  si  Ton  multiplie  la  pre- 
miere par  -^7  n  ayant  une  valeur  d^termin^  telle,  que  la  condition 


u 

n 

suppose  soit  remplie,  la  s6rie  ainsi  obtenue  sera  encore  convergente. 

» 

Or  lous  les  termes  de  la  seconde,  depuis  v^^  se  trouveront  infdrieurs 
aux  termes  correspondants  de  cette  demi^re;  done  la  seconde  s^rie 
sera  elle-mdme  convergente.  EUe  serait  divergente,  si  la  premie 

r^tait  et  qu'on  eAt-^  >  ^'  • 

Cela  pos^,  consid^rons  une  serie  * 

telle,  que  Ton  ait 

u 
le  rapport  -^^^  ^tant  toujours  plus  petit  que  Tunit^,  depuis  une  cer- 

taine  valeur  de  n  jusqu'^  Tinfiift.  On  pourra  mettre  ce  rapport  sous 
la  forme 


a  ^tant  positif  et  tendant  vers  z6ro. 
Or  nous  aliens  d^montrer  que  si  Ton  a 

lim./ia>  I, 

la  s^rie  sera  convergente;  et  qu'elle  sera  divergente  si  Ton  a 

lim.  /la  <  I. 

i^  Soit      • 

lim./ia  =  X-    et    X'>i. 

D^ignons  par  m  une  quantity  d^termin^e  quelconque,  comprise  entre 
I  et  /',  et,  par  cons^ent,  plus  grande  que  Tunit^.  II  est  facile  de 
voir  que,  depuis  une  certaine  valeur  de  n  jusqu*^  Tinfini,  on  aura 

,  +  «>(,  +  !)". 

En  effet,  d'apr^s  le  n^  182,  nousaurons 
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1 


b>  ieDdanl  vei¥  zero  a\ec  -  ^  et  pour  que  rin^lile  preoedenle  ait  lieu. 


n 


il  snfi&ra  que  Tod  ait 


m 


ou 


Or,  a  mesure  que  b  augmflnle,  k  flecoud  meiDbre  lend  vers  m  et  le 
j»remier  vers  I  qui  est  >  m :  done  depuis  one  'valenr  determinee  de 
n  jusqu^a  rinfini.  rinegaiite  aura  lien;  done  depuis  cette  valeur  de  n 
jusqu  a  riniiiii,  an  aura 


et,  par  suite. 

I  1 

(»U 


(-:)' 


'■  (-=)■ 


Mais  si  Ion  considere  la  serie 


III 


le  rapport  du  tenne  generai  au  preoedeBi  sen 


et,  par  consequent,  plus  grand  que  dans  la  serie  proposee.  De  plus,  la 
serie  (i )  est  convergenie,  pidsqae  Ton  a  n  >  i  :  done  aoasi  la  serie 
proposee  est  convergente;  oe  que  nous  nous  proposions  de  demontrer. 
2°.  Soit  maintenant 

lim.  nx  =  k    et    it  <  i, 

PrenoDS  une  quantite  qudoonque  m  comprise  entre  i  et  i,  et,  par 
suite,  plus  petite  que  Tunite:  je  dis  que  Ton  finua  par  axoir  cons- 
taomient 


I    4    7< 


(-;) 
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ou 

a<-^(i-|-w), 

ou  encore 

net  <  m(i4-«) 

En  effet,  lorsque  n  croit  indefinimeni,  le  premier  membre  tend  vers  A, 
et  le  second  vers  m^  qui  est  plus  grand  que  k.  Done,  depuis  une  cer- 
taine  valeur  n  jusqu'^  Tinfini,  les  in^lit^  pr6c6dentes  auront  lieu; 
d'oii  11  r6sultera 


'  >  ' 


■^"  (-r 


et ,  par  cons^uent ,  -^^^  fiuit  par  dtre  constamment  sup6rieur  au  rap- 

port  des  terines  correspondants  de  la  s^rie  dont  le  tenne  g^n^ral  est — • 

Mais  m  6tant  plus  petit  que  Tunit^,  cette  demi^re  s^rie  est  infinie ; 
done  la  propos^e  Test  aussi. 

Done  enfin,  comme  nous  Tavions  annonc^,  la  s6rie  propose  sera 
convergente  si  Ton  a  lim.  /la  >  i,  etdivergente  si  Ton  a  lim.  /z(z<i. 

35.  On  ne  pent,  en  g^n^ral,  prononcer  sur  la  nature  de  la  s^rie, 
lorsque  Ton  a 

lim.  isa  =  I. 

N6anmoins,  si  /z  a  est  toujours  plus  petit  que  ia  limite  i ,  on  peut  affir- 
mer  que  la  s^rie  est  divergente ;  car  alors  on  a 


n 

U  Wf 

el  le  rapport  -^^  est  sup^rieur  au  rapport  — —  relatif  a  la  s^rie 


divergente 


II  in 


d'ou  il  r^sulte  que  la  s^rie  propose  est  infinie. 
Le  seul  cas  qui  reste  douteux  est  done  celui  ok  Ton  a 

hm .  Hx=  I , 

wx  n'etant  pas  conslammenfplus  potit  qui  i. 
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36.  Appliquons  cette  r^le  k  la  serie, 

II       1.3    I       1.3.5    I 
a    3      a. 4    5      2.4*6    7 

1.3. .  .[nn  —  i)        I 


On  aura,  dans  ce  cas, 


u. 


et 


lim. 

«•+! 

(a«-+- 

i)^ 

f^M 

(%n 

H-a)la«-}-3) 

d'ou 


a  = 


6/i-h5  6/i»-l-5/i 


(a/i-+-i)''       ''''        4;i»-|-4«+,* 

et,  par  suite, 

lim.  /la  =  -  =  1  +  -; 
4  a 

d*ou  il  r^sulte  que  la  s^rie  propos^e  est  convergente. 
Consid^rons  maintenant  cette  autre  serie 

1   .   1.3  .   1.3.5  .         .    1.3.5. . .(a/i— i) 
a      a. 4      a.4*o  2.4*0. ..a/i 

tt  u         * 

pour  iaquelle  on  a  encore  lim.  -^^^  =  i .  Le  rapport  -^^  aura  pour 
valeur 


''a 

a/i  +  I 
a«-f-a 

I 

,    ,         » 

'    '  a/i-hi 

On  aura  done 

n 

H<A  —               ■  - 

2/1  4-1 

et 

lim.  /sa: 

I 
~  2 

d'ou  il  rtoulte  que  la  s^rie  est  divergente,  et  que  la  somme  est  intinie. 
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Series  dont  tous  les  termes  ne  sont  pas  de  meme  signe, 

37.  Lorsqu'une  s^rie  n'a  pas  tous  ses  termes  de  mdme  signe,  il  est 
Evident  qu'elle  sera  convergente,  si  elle  Test  quand  on  donne  le  m^me 
signe  a  tous  ses  termes,  par  exemple  quand  on  les  prend  tous  positifs. 
En  efifet,  la  somme  des  termer  qui  suivent  Tun  quelconque  de  ceux  de 
la  s6rie  propose,  est  moindre  que  la  somme  des  correspondants  de 
la  seconde,  quel  que  soit  le  nombre  que  I'on  en  consid^re,  puisque 
tous  ses  termes  s'ajoutent  entre  eux  dans  la  seconde,  tandis  que  les 
uns  s'ajoutent  et  les  autres  se  retranchent  dans  la  premiere.  Done, 
puisqu'^  partir  d'un  certain  terme  de  la  seconde,  la  somme  des  sui- 
vants  a  une  limite  qui  pent  devenir  moindre  que  toute  quantity  don- 
n^,  il  en  est  de  m^me  k  plus  forte  raison  dans  la  premiere ;  et,  par 
cons^uent,  elle  est  convergente. 

On  pent  done  d'abord  appliquer  h  ces  uouvelles  series  les  regies 
donnas  pour  celles  dont  tous  les  termes  sont  de  m^me  signe,  tant 
pour  reconnattre  la  convergence  que  pour  calculer  une  limite  de  I'er- 
reur  commise  en  s'arr6tant  ^un  terme  quelconque.  Mais  cesr^les  ne 
dispensent  pas  d'en  chercher  de  nouvelles,  sp^cialement  applicables 
aux  series  dont  tous  les  termes  ne  sont  pas  de  mSme  signe ;  parce 
qu*une  pareille  serie  pent  6tre  convergente,  et  devenir  divergente 
quand  on  donne  le  m^me  signe  k  tous  ses  termes.  Nous  nous  bome- 
rons  k  celle  qui  r^sulte  du  th6or^me  suivant : 

Th^oreme  I.  —  Lorsque  dans  une  serie  les  termes  finissent  par  etre 
constamment  decroissants,  et  alternativement  positifs  et  negatifs, 
cette  sSrie  est  toujows  convergente;  et  Verreur  commise,  en  s^arr^- 
tant  a  un  terme  quelconquey  est  moindre  que  le  suivant, 

Soit  la  s^rie 

D^ignons,  en  g6n^ral,  par  s^  la  somme  des  termes  depuis  le  premier 
jusqu'a  u^  inclusivement. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  la  somme  s^  de  termes  dont  le 
dernier  est  positif  ne  pent  Stre  que  diminu^  par  Taddition  d'un  nom- 
bre quelconque  des  termes  suivants.  En  efifet,  pour  passer  de  la  somme 
A„  k  s^^ ,  il  faut  retrancher  a^, ;  done  on  a  *,^,  <  j„.  Pour  obtenir 
la  somme  suivante  j,^,,  il  faut  ajouter  u^^,,  qui  est  moindre  que  le  terme 
«,^,  qui  a  6t6  retranch6  de  s^ ;  done  on  a  encore  s^^  <  *„.  Le  m^me  rai- 
sonnement  se  reproduisant  ind^fmiment,  on  voit  que  la  somme  s^  est 
plus  grande  que  toutes  celles  dont  Tindice  est  plus  6lcv6. 
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On  Yoit,  au  contraire^  que  si  I'on  s'arr^te  k  un  terme  n6gatif,  la 
somme  sera  toujours  moindre  que  toutes  celles  dont  I'indice  est  plus 
61ev6. 

Ainsi  les  sommes  dont  le  dernier  terme  est  positif  vont.  toujours  en 
diminuant ;  et  celles  dont  le  dernier  terme  est  n^atif  augmentent  con- 
stamment,  en  restant  toujours  au-<lessous  des  premieres.  Ges  deux 
suites  de  sommes  se  rapprochent  done  de  plus  en  plus  k  mesure  qu'on 
avance  dans  la  s6rie,  et  leur  difference  tend  vers  z6ro,  puisqu'elle  n'est 
autre  chose  que  le  dernier  terme  de  l^derni^re,  lequel  tend  vers  z6ro, 
par  hypoth^se,  k  mesure  que  son  indice  augmente  ind^finiment. 

Done  enfin  la  somme  des  termes  tend  vers  une  limite  determinee, 
et  Perreur  positive  ou  negative  est  toujours  moindre  que  le  terme  qui 
suit  celui  auquel  on  s'est  arrete, 

Soit,  par  exemple,  la  s^rie 

a        3  n       /2-f- 1 

Le  rapport  d'un  terme  au  pr^c^ent  est  exprim6  g^n^ralement  par 

jc,  et  sa  limite  est  x.  Ainsi,  d'abord  la  s^rie  sera  convergente 

si  Ton  a  07  <  I  en  valeur  absolue ;  divergente  si  .r  >  i .  Lorsque  x  =  i , 

la  s^rie  est  convergente  en  vertu  de  la  derni^re  rdgle,  puisque  les 

termes  sent  alternativement  positifs  et  n^gatifs,  et  d^croissent  ind^fi- 

niment.  Mais  si  Ton  prenait  j?  =— i,  la  s6rie  aurait  une  somme  infinie. 

Lorsque  la  s^rie  est  convergente,  Terreur  que  Ton  commet,  c'est-^- 

of* 
dire  la  quantity  que  Ton  omet,  en'  s*arr6tant  k  —  ?  est  moindre  que 

)  et  de  m6me  signe  que  ce  terme. 


/?+  I 


Remarque,  —  Dans  les  series  dont  les  termes  ne  sent  pas  tous  de 
m^me  signe,  la  somme  d*un  nombre  quelconque  de  termes  consecutifs 
n'est  autre  chose  que  la  difference  des  sommes  de  deux  series  k  termes 
positifs.  Mais  il  faut  avoir  bien  soin  de  retrancher  les  sommes  termi- 
n6es  'k  des  termes  tels^  que  le  rSsultat  soit  la  somme  des  termes  con- 
secutifs de  la  serie  propos^e.  Si  Ton  ne  satisfaisait  pas  k  cette  con- 
dition,, et  que  les  deux  sommes  k  termes  positifs  pussent  crottre 
indefiniment,  comme  cela  a  lieu  par  exemple  dans  la  s^rie  dont  nous 
venons  de  parler 

I       I       1       I 

2  J  I  0 


.     ''     •}  /     '     c         •  •  •  ^ 
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le  resultat  ne  serait  pas  d^termin^ ;  car  il  proviendrait  de  la  difference 
de  deux  quantit^s,  devenant  infinies,  sans  avoir  entre  elles  une  d6pen- 
dance  bien  d6termin^e.  Nous  nous  bornons  k  cette  remarque  qui  donne 
la  raison  g^n^rale  des  r^sultats  int^ressants  qu'a  donnes  a  ce  sujet 
M.  Lejeune-Dirichlet. 

Pour  donner  un  exerople  simple  de  series  convergentes  sous  m- 
taines  conditions  de  groupement  de  termes,  consid^rons  respression 
de  It  donn^e  par  Wallis 

It      a    4    4*  6    6    8    8 

4      3355779 
on  en  tire 

=  1 . 2—1 .  34-1 .  4-1 .  3-fl .  4-1 .  5H-1 . 6—1 .  5-f-l .  6—1 .7+1.8-1.9. 

Les  termes  de  cette  demi^re  s^rie  doivent  6tre  pris  en  nombre  pair 
d'apr^s  la  iiiani^re  dont  on  I'a  obtenue;  mais  comme  ces  termes  crois- 
sent  ind^finiment,  il  est  clair  que  si  Ton  en  prenait  un  nombre  impair, 

on  aurait  une  somme  qui  s'eloignerait  de  1 .  -r  d'une  quantity  ind^fini- 

ment  croissante,  alternativement  positive  et  negative. 

Theoreme  TI. — Si  on  multiplie par  des  nomhres positifs  decroissants 
les  termes  positifs  ou  negatifs.  d'une  serie  convergente,  on  obtiendra 
une  nouvelle  serie  convergente. 

Ce  theoreme  est  dA  a  Abel,  et  il  est  loin  d'etre  6vident,  parce  que 
les  multiplicateurs  ne  sont  pas  constants  et  peuvent  porter  tr^s-in^ga- 
lement  sur  les  termes  positifs  et  sur  les  termes  negatifs,  dont  les 
sommes  prises  s6parement  sont  supposdes  infinies,  sans  quoi  il  n'y 
aurait  pas  de  difficult^. 

Gonsid^rons  une  s^rie  convergente  dont  les  termes  ont  des  signes 
quelconques. 

Multiplions  ces  termes  par  des  nombres  qui,  a  partir,  d'un  certain 
rang  sont  tous  positifs  et  decroissants.  D^signons  par  i/^,  m,,  u^^\,,^ 
les  termes  a  partir  de  ce  rang,  et  multiplions-les  respectivement  par 
les  facteurs 

*0>        ^\1        Sj,  .  .  . 

positifs  et  decroissants.  Posons 
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v^  teii4ra  ler^iero  a  mesure  que  \»  teme  «» seni  suppose  plus  a\«K« 
tlans  la  sehe  coniiergefile. 
On  aura  evidemment 

et,  par  suite. 

Or  les  Dombres  s,,  s, ,  • . . ,  ?«  etant  deeroissants,  les  coefficients  des 
sommes  s^,  '^t  ••  -r  >'„  ^nt  K<his  positife  et  la  sooime  des  tenues  est 
egale  a  la  somme  de  ces  coeffici^its,  moltipliee  par  une  certaine 
moyeime  u  entre  ces  sommes :  on  aura  done 

Or  f&  peat  devenir  moindre  que  toute  quantity  donnee,  a  mesure 
que  u^  sera  plus  avance  dans  la  serie  proposee ;  il  en  sera  done  de 
mdme  de  <r^,  et,  par  cons^uent^  la  seconde  s^rie  sera  aussi  conver- 
gente. 

Des  series  muiginaires. 


38.  Lorsque  ies  termes  d*ane  serie  sont  de  la  forme  «  H- 1*^—1,  on 
entend  que  cette  serie  est  convergente  lorsque  la  somme  des  termes 

reels  a  une  limite  s,  et  que  la  somme  des  coefficients  de  \ — 1  tend  de 
m^me  vers  une  limite  / :  on  dit  alors  que  la  limite  de  la  s^rie  est 

On  est  ainsi  ramen^  aux  conditions  de  convergence  de  deux  series 
reelles.  Mais  il  suffit  souvent  d'en  consid^rer  une  seule,  celle  qui  se 
rapporte  aux  modules  des  termes  de  la  propose. 

En  effet,  on  pent  toujours  poser 

tt-j-py^— -I  =  p(cosG-|-\/^  sinO), 
et  la  serie  propos6e  prend  la  forme 

(  p.(cosO,-|-v^^sinOj+p,(cosO, -hv^^sinO,)  4  ... 
I  -h  p„  (cosO„-i-v/^sinOj  -h. . . . 

Di',  si  I9  serie 
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est  convergeiite,  en  prenant  tous  les  termes  positifs,  il  ^'ensuit,  a  plus 
forte  raison,  que  les  deux  suivantes : 


(3)  j  Po c<^®o-i- P.  cos 0, -+-... -f-p„ cos 0, 

j  p, sin 0. -hp,  sin 0,-h...-hp, sin 0, -+-... 

le  seront  elles-m^mes;  car,  k  partird*un  terme  quelconque,  la  somme 
des  suivants  jusqu'^  Tinfini  est  ^videmment  moindre  que  dans  la  pre- 
miere. On  pent  done  ^noncer  la  proposition  suivante  : 

Une  serie  imaginaire  est  convergente  lorsque  la  serie  des  valeurs 
absolues  des  modules  de  tons  ses  termes  est  conpergente. 

Lorsque  la  s^rie  (a)  n'est  pas  convergente,  il  est  possible  que  ses 
termes  tendent  ou  ne  tendent  pas  vers  z6ro.  S'ils  n'y  tendent  pas,  leg 
series  (3)  ne  peuvent  ^tre  toutes  deux  convergentes;  car,  quelque 
valeur  qu'on  puisse  supposer  k  Tangle  0,  il  est  impossible  que  p  cosO 
et  p  sin  0  tendent  tous  deux  vers  zdro,  si  p  n*y  tend  pas.  Les  termes 
des  deux  series  (3)  ne  peuvent  done  tendre  vers  z^ro,  ce  qui  est  ce- 
pendant  une  des  conditions  indispensables  de  la  convergence.  La  se- 
rie (i)  est  done,  dans  ce  cos,  divergente. 

En  second  lieu,  si  la  serie  (2]  ^tant  divergente  ses  termes  decrois- 
sent  ind^finiment,  il  n'est  pas  impossible  que  les  series  ( 3 )  soient 
convergentes,  parce  que  tous  leurs  termes  ne  sont  pas  de  mdme  sigoe; 
on  ne  pent  done  alors  rien  affirmer,  en  g^n^ral,  sur  la  convei^ence 
de  la  serie  propos^e. 
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NOTE  IV. 


DBS  PRODUITS  DE  FACTEURS  EN   NOMBRE  INFINI 


Ck)ii8id^ron8  un  nombre  ind^finiment  croissant  de  facteurs,  variables 
avec  leur  rang  /i,  suivant  une  loi  donn6e.  Gherchons  la  limite  vers  la- 
quelle  tend  la  fonction  de  n  qui  en  donne  Texpression  g^n^rale,  & 
mesure  que  n  croit  ind^finiment :  soit  k  cette  limite. 

n  est  ^dent  que  si  Ton  a  X'  >  i,  les  facteurs  finiront  par  6tre  tou- 
jours  sup^rieurs  i  un  nombre  fixe  plus  grand  que  Tunit^,  et  leur  pro- 
duit  croitra  sans  limite.  Si  Ton  a  X*  <  i,  les  facteurs  finiront  par  ros- 
ter inf(6rieurs  ^  un  nombre  fixe  plus  petit  que  Tunit^,  leur  produit 
aura  z^ro  pour  limite. 

II  n*y  a  done  de  question  que  lorsque  Ton  a  X  ==  i ,  et  nous  nous 
proposons  de  trouver  &  quel  caract^re  on  pourra  reconnaitre  alors 
si  le  produit  tend  vers  une  limite  finie,  c'est-^-dire  s'il  est  con- 
vergent. 

Si  la  fonction  de  /z,  qui  reprSsente  le  terme  de  rang  n^  n'avait  pas 
de  limite,  quand  n  croit  ind^finiment,  mais  que  depuis  une  certaine 
valeur  de  n  jusqu'^  Tinfini,  elle  eilt  une  valeur  constamment  sup^- 
rieure  &  un  nombre  fixe  plus  grand  que  Tunit^,  ou  une  valeur  cons- 
tamment inf^rieure  k  un  nombre  plus  petit  que  I'unit^,  les  deux  pre- 
mieres propositions  subsistent  ^videmment.  Mais  il  est  n^cessaire  que 
cette  fonction  ait  une  limite  et  que  cette  limite  soit  Tunit^,  pour  que 
le  produit  puisse  converger  vers  une  limite  finie. 

En  effet,  si  ce  produit  a  une  limite,  on  peut  affirmer  que  quand  on 
aura  pris  un  nombre  suffisantde  facteurs,  on  aura  un  produit  qui  dif- 
ferera  de  cette  limite,  ainsi  que  tous  les  suivants,  d'une  quantity  in- 
f^rieure  k  toute  quantity  fix6e  et  qui,  par  cons^ent,  sera  toujours 
sup^rieure  k  un  nombre  fixe  M ;  d'ou  il  suit  qu'on  ne  {)ourra  plus 
trouver  par  la  suite  aucun  facteur  sup^rieur  k  un  nombre  i+a>, 
&>  ^tant  fix6  aussi  petit  qu'on  voudra ;  car  le  produit  pr6c6dent  ^tant 
un  nombre  sup^rieur  a  M,  le  suivant  le  surpassera  de  plus  que  la  quan- 
tity fixe  M  u,  ce  qui  est  contradictoire  a  la  supposition  de  convergence. 
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Conditions  de  convergence ,—\jb%  premiers  facteurs  en  nombre  quel- 
conque  donnant  un  produit  d6termin6,  quelque  grand  qu'il  soit,  ne 
peuvent  influer  sur  la  convergence ;  et  il  suffit  de  considerer  les  fac- 
teurs depuis  un  rang  aussi  avanc6  qu'on  voudra,  jusqu'i  Tinfini.  Nous 
pouvons  done  nous  borner  k  considerer  le  produit  suivant 

compost  d'une  infinite  de  facteurs  dont  les  seconds  ternies  pourront 
^tre  supposes  tous  inferieurs  k  un  nombre  d^signe  quelconque. 

Pour  que  ce  produit  tende  vers  une  limite,  il  est  n^cessaire  et  sufli- 
sant  que  son  logarithme  en  ait  une.  II  faut  done  que  la  serie 

1.  (i  4-s )  +  K  (i -he,  )-f-. . .  4-1.  (i  +  ej  H-. .  • 

soit  convergente.  Or,  s,  e,, . . .  pouvant  ^tre  supposes  plus  pelits  que 
I'unite,  on  pent  d6velopper  ces  logarithmes  suivant  les  puissances  de 
ces  quantit^s,  et  ^crire 

l.(H-£)    =£    -_l.(l4-«), 


1 

.2 


l.(i  +  s.)  =  s,  -^(l  +  W,), 


8? 


«,  Wp. . .  atant  des  quantit^s  tendant  vers  z6ro  en  m6me  temps  que 

£,  e, , Or  tous  les  facteurs  e^,  g  J, . . .  6tant  de  meme  signe,  la  somrae 

des  seconds  termes  des  seconds  membres  est  ^gale  k  la  somme  de  ces 
facteurs  multipli6ie  par  une  moyenne  entre  les  autres  facteurs.  On 
aura  done 

L(i-hO  +  l.(i-+-s,)-h...  =  £+«,  +  ... -4- £,-+-... 

«'  6tant  intermWiaire  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs 
alg^briques  «,  w, , . , . 

La  sonune  des  logarithmes  sera  convergente,  si  les  deux  series  qui 
composent  le  second  membre  le  sont.  Si  tous  les  termes  de  la  premiere 
^taient  de  m6me  signe,  il  suffirait  qu'elle  fAt  convergente  pour  que  la 
seconde  le  fdt,  puisque  ses  termes  sont  moindres  que  ceux  de  la  pre- 
miere ;  et  d'ailleurs  on  aurait  pu,  dans  ce  cas,  arrSter  ies  developpements 
au  premier  terme  et  raisonner  comme  nous  Tavons  fait  en  nous  arr^- 
tdnt  au  second.  Mais  si  la  convergence  de  la  premiere  tenait  a  la  diff^- 
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rence  des  signes  de  ses  termes,  elle  pourrait  ne  pas  entrafner  celle  de 
la  seconde.  On  peut  done  ^noncer  la  proposition  suivante  : 

On  reconnaitra  que  le  produit 

(H-s)(i4-s,)...(H-eJ... 

sera  convergent   en   s'assurant  que  la  serie  des  seconds  termes  est 
convergente,  ainsi  que  la  serie  de  lews  carres, 

Exemples,  Le  produit 

(-?)(■-?)  (-?)-(-5)- 

est  convergent,  car  la  s6rie  des  seconds  termes  est  convergente;  et 
comme  its  sent  de  m6me  signe,  cette  condition  suffit. 
Mais  si  Ton  consid^re  le  produit 


(-^)(-;;t)(-^)(-7!) 


..., 


la  somme  alg^brique  des  seconds  termes  est  convergente  a  cause  des 
signes  alternatifs ;  mais  la  somme  de  leurs  carres,  ou 

1  I       I       I 

--ho  +  7  +  r  •• 

2  3      4^ 

est  infinie.  Le  logarithme  du  produit  tend  done  vers  —  <»  ,  et  le  pro- 
duit vers  z^ro. 

Sur  la  decomposition  de  sinx  et  cos  a:  en  un  nombre  infini  de 

facteurs, 

Euler  a  donn^,  dans  V Introduction  a  I' Analyse  des  infiniment 
petitSy  les  formules  importantes  au  moyen  desquelles  on  peut  rempla- 
cer  les  sinus  et  cosinus  par  des  produits  de  facteurs  du  premier  degr^, 
en  nombre  infini.  Ses  demonstrations  n'avaient  pas  toute  la  rigueur 
desirable ;  on  les  a  perfectionn6es  sous  ce  rapport,  mais  en  leur  fai- 
sant  peut-^tre  perdre  un  peu  de  leur  simplicity.  L'objet  de  c^elte  Note 
est  de  r^unir,  autant  qu'il  m'a  paru  possible,  les  deux  avantages. 

Je  commencerai  par  ^tablir  quelques  propositions  simples,  qui  retar- 
deraient  la  marche  du  calcul  si  on  les  y  laissait  engag^es. 

Premier  lemme.  —  Soicnt  a,  b  deux  arcs  compris  entre  o  et  — »  et 


I 
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n<Cb;  on  aura 

sin fl ^  «      ^    sina  ^n    a 

—. r  >  T      et      -: r  <  -  •  T* 

Sin  0      0  smb      2.    0 

sin  X 
En  effet,  on  salt  que  le  rapport d^croit  lorsque  jc  croit,  depuis 

o  jusqu'i  —  D'od  il  r^ulte  d'abord 

sin«^  sin  ft  sina_  a 

a  0  sinft      o 

II  en  r^ulte  encore,  en  consid^rant  les  quatre  valeurs  o,  a,  h^  -^ 

de  x^  que  les  rapports  suivants  sont  ranges  par  ordre  de  valeurs  de- 

croissantes 

sin  a      sin  ft        i* 

^  a  ft         I 

2 

Done  le  rapport  du  second  au  troisi^me  est  moindre  que  celui  du  pre- 
mier au  quatri^me,  et,  par  cons^uent, 

sinfl      TT   flf 

sin  ft      2   ft' 

Ainsi ,  comme  on  I'avait  ^nonc^,  -:— r  est  compris  entre 

a      ^    tz    a 

T     6t     -  •  T- 
ft  2ft 

Deuxieme  lemme.  —  Si  Ton  d6signe  par  m  un  nombre  entier  quel- 
conque,  on  aura 

CQi&mx  =  2"*"'  cos'"j: 4-  A  cos^~*a:  +  B cos'"-*x -h. .  .±  i 
si  /w  est  pair,  et 

cos  mx  =  2""-*  008"*^  +  A  cos""'x  + . . .  ±:  M  cosx 
si  m  est  impair, 

A,  B, . . . ,  M  designant  des  valeurs  num^riques  que  nous  n'avons  pas 
besoin  de  determiner. 
On  aura  semblablement,  pour  sin  mx^  les  formules  suivantes : 

sin/wx  =  sin  j:  (2*""*  cos"*"'  x  -f-  A  cos'"~*j7-|-  . . .  ±  i) 

si  772  est  impair,  et 

(2)1 

*      sinma:  =  sin 0^(2'""' cos*""' 07-4- Aces'""' j7-h.  ..-hMcosr) 

si  772  est  pair. 
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Ces  diverses  formules  r6sultent  de  ce  que  les  sinus  ou  les  cosinus 
d'arcs  croissants  d'une  quantity  constante  x  forment  deux  series  r^- 
currentes,  ayant  Tune  et  I'autre  pour  ^chelle  de  relation  2  cos^c—  i. 
En  partant  des  deux  premiers  arcs  o  et  x^  on  calculera  facilement,  au 
moyen  de  cette  lot,  les  valours  successives  de 

cos2:r,    cos3x,     cos  4*2^)    etc., 
ainsi  que  de 

sin2x,     sin  3x,     etc. 

La  determination  g^n^rale  des  coefficients  A,  B,...,  M  nous  est 
inutile  et  demanderait  des  d^veloppements  dans  lesquels  nous  n'entre- 
rons  pas.  Quant  k  la  forme  des  expressions  (i)  et  (2 ),  elle  r^sulte  im- 
mediatement  de  la  loi  de  formation  que  nous  venons  d'indiquer.  Elle 
s'aperQoit  tout  de  suite  pour  les  premieres,  et  se  generalise  par  un  rai- 
sonnement  si  frequemment  employ^,  que  nous  croyons  inutile  de  le 
rappeler. 

Decomposition  de  cos  mx  en  m  facteurs, 

Troisieme  lemme.  —  Les  seconds  membres  des  Equations  (i),  ^tant 
des  polyn6mes  du  degr^  m  par  rapport  k  cosx,  peuvent  dtre  decom- 
poses en  m  faoteurs  de  la  forme  cos  x-^a^ct  designant  une  quelconque 
des  valeurs  de  co&  x  qui  annulent  ces  polyn6mes  ou  leur  egal  cos  mx. 
Or  les  valeurs  de  mx,  qui  annulent  cos  mxj  sont  toutes  renfermees 
dans  I'expression  generale 

n  designant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  negatif.  En  les 
divisant  par  m,  on  aura  les  arcs  dont  les  cosinus  seront  les  differentes 
valeurs  de  a.  Pour  avoir  toutes  ces  valeurs,  il  sufQra  de  donner  a  /i  un 
nombre  m  de  valeurs  consecutives  partant  de  o  par  exemple,  ce  qui 
conduira  aux  arcs  suivants  : 

n         3n       5n  n 

,      ,      ?•••?      TT J 

2/7<         2/71  2//1  2/71 

La  somme  de  deux  quelconques  de  cesarcs^  equidistants  des  extrdmes, 

est  TT ;  et  si-  m  est  impair,  le  terme  situd  au  milieu  est  egal  k  —  Et 

comme  les  cosinus  de  deux  arcs  dont  la  somme  est  n  sont  egaux  et  de 

signes  contraires,  les  cosinus  des  arcs  precedents  ou  les  m  valeurs 

I.  3o 
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de  a  seront 

• 

drcos 

—  >     ifccos »  • 

2  m                2  m 

Tf 

•  •  J      COS  - 

2 

si  m  est  impair,  et 

ifccos > 

2/n 

±:  COS >  •  •  •  7 

2m 

.         (m  — iJTT 

±:C0S^ '— 

urn 

si  m  est  pair. 

• 

On  aura  done 

cosmu?  =  2"^^  cosj:  (cos  a:—  cos — |  (cos  x-H  cos  —  V  *  * 

\  2m/  \  2m/ 

pour  m  Impair,  et 

cos  mx  =  2"*~*  ( cos j:  —  cos  —  ]  I  cosx  +  cos  —  )  •  •  • 

\  2m/  \  2m/ 

X  I  cosx  -f-  cos  ^ '—  I 

L  2m      J 

pour  m  pair. 

Ainsi,  quel  que  soit  le  nombre  entier  m,  cos  mo:  se  trouve  d^comp086 
en  m  facteurs  du  premier  degr^  par  rapport  k  cos  x,  ou,  en  multi- 
pliant  les  facteurs  qui  ne  different  que  par  le  signe  du  second  terme, 
et  observant  qu*on  a  en  g^n^ral 

cos'  u  —  cos'  p  =  sin'  v  —  sin* «, 

cos  mx  =  2"^*  cosx  (sin* sin*  j?  ]  (sin* sin'o: V  * " 

\       2m  J  \       2m  / 

X  I  sm* sin* x 

L  am  J 

pour  m  impair,  et 

=  2"*"*  (  sin* sin*  x](  sin* 8in*a:  j  •  •  • 

\       am  /  \       2m  J 

[.  ,  (m—  i)7r        .  ,    n 
Sin*  -i ■ sm^jc  I 
2m  J  » 

pour  m  pair. 

On  pent  remarquer  qu'en  faisant  a:  =  o  dans  ces  formules,  on  obtient 
es  relations  suivantes : 

sm*  —  •  sm*  — . . ,  sm*  ^ '—  =  - — - 

.  2m  2  m  2m  2     ' 


cosmx 

XI 
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^  m  «st  [fflfMir.  ei 

.,x        .,3jr  ../«  —  ITT  1 

sn' •aiB* ...  an 


"km  "Mm  a*~^ 


:fi  meist  pair. 

Eo  y  ayaat  egard.  les  fonnoks  preoedentes  derieniieiil : 


tmrmy- 


X  I    I  — 


(  ^ ,       /  poor  m  impair,  el 
ccsntr  =  I  I  — 


(-fr)(-fH)- 

\  2/n/  \  am/ 


X  I    I  — 


r. — E?:i_i 


'  pour  m  pair. 

Decomposiiion  de  sin  mx  en  m  facieurs. 

Qiuarieme  lemme.  —  Dobs  lesfomuileB  (%),  le  polyndme  du  de^ra 
//I  —  1  par  rapport  i  cos  x  est  renda  nul  par  les  valeurs  de  j:  cor-, 
respondanles  k  sin  mx  =  o.  Les  valeurs  de  mx  qui  satisfcMit  a  cette 
demiere  condition  sont  renfennte  dans  Texpression  gdnerale  nic^ 
n  d^gnant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  n^tif.  Mais 
comme  un  polyndme  de  degr6  m  —  i  ne  peut  avoir  plus  de  iri  —  i 

n  It 
racines,  il  suffira  de  prendre  m — i  valeurs  de  — ^  donnant  des  cosi- 

nus  difli^rents,  et  n'annulant  pas  le  facteur  sinx;  oes  cosinus  seront 
les  racines  du  polyndme.  Les  arcs  ainsi  obtenus  seront 

TT         air         3^  ir 

— ,      _,      ..^,...        jf — _, 

m         m         m  m 

Tous  ces  arcs,  ^tantcompris  entre  o  et  tt,  ont  des  cosinus  diffdronUy  et 
la  somme  de  deux  quelconques  ^uidistants  des  extremes  dtant  fr,  los 
cosinus  sont,  deux  a  deux,  ^aux  et^de  signes  contraires.  Si  m  est  |>aii\ 

un  des  arcs  sera  -)  et  le  cosinus  correspondant  sera  nul.  Tela  n'arri- 

3o. 
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vera  pas  si  m  est  impair ;  et  c'est  ce  qu'indiquent  imm^ialement  les 
formules  ( 2 ).  D'apr^s  cela,  on  aura 


sm/Tij: 


=  a'""'sinj:(cosj:  — cos— j  (  cosjt-I-cos  — j 

X  f  cos.r  —  cos  —  V  •  • 

X  I  COS:c  —  COS  ( j  1 1  COSX-I-  COS  {  -  —  —  )   I 

si  m  est.  impair,  et 

=  a""*  sin  a;  (icos  a:  —  cos— |  (cosx  +  cos— J 

( cosx  —  cos  —  I  ( cosa: -4-  cos  —  V  •  • 

I  cos x-f-  COS  ( J  I  cosa: 


sm  ma: 

X 
X 


si  m  est  pair ;  ou,  en  r^unissant  les  facteurs  deux  k  deux,  et  introdui-  . 
sunt'  les  sinus  au  lieu  des  cosinus, . 

sin  mx  =  a"*"*  sin  x  I  sin* sin'  j:  i  f  sin* sin*  a:  1  •  •  • 

X  I  sin*  I ^  )  —  sin*  a:  I 

L        \a       am/  J 

•  •• 

si  m  est  impair,  et 

sin  mx  =  a**"'  sin  x  cos  j:  ( sin* sin*  x  1  ( sin* sin'x  j  •  •  • 

\       m  /  \       /»  J 

si  m  est  pair. 

On  simplifiera  ces  formules  en  remarquant  que,  si  on  les  divise  par  x, 
ot  qu'on  fasse  tendre  x  vers  o,  on  obtient  les  suivantes  : 

a""  *  sm*  —  sm*  — . . .  sin*  I 1  =  m 

mm  \a        im  / 

pour  m  impair,  et 

a'^-'sm*  — sm*  — ...  am*  I )  =  m 

m  m        ^      \a       m} 


l>our  m  pair. 
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Les  formules  pr^cMentes  deviennent,  d'apr^s  ces  relations  *. 


sin  mx  =  msinx  I  i  — 


/       sin*j?\  /        sin*x  \ 
mx  I  I \  /  I y  •  • 

I        sin*  —  /  l        sin'  —  / 


X  I  1  — 


(4) 


pour  m  impair,  et 
sin  mx  =  m  sin 


/        sin'j:  \  /        sin*  a:  \ 
inxcos^r  /  I \  /  I \*'  • 


X  I    I  — 


[sin*  a:        "I 


pour  m  pair. 
D^veloppement  de  COS:f  en  un  nombre  inflni  de  facteurs. 


x 


Si  dans  les  formules  ( 3 )  on  change  la  quantity  arbitraire  x  en  — 
elles  deviennent : 


sin'  — 
m 


I  — 


sin' 


2 //I 


Sin*  — 
m 


(5) 


pour  m  impair,  et 


C08X=  I    I  — 


X        I- 


sin 


pour  m  pair; 
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et  comme  m  est  un  nombre  entier  quelconque,  cos  x  se  trouve  ainsi 
repr6sent^  par  le  produit  d'un  nombre  arbitraire  de  facteurs. 

La  question  que  nous  nous  proposons  ici  est  de  determiner  la  forme 
vers  laquelle  tend  la  valeur  constante  du  second  membre,  lorsque  le 
nombre  de  ces  facteurs  croit  ind^&niment. 

.  sm*  — 

Si  Ton  consid^re  un  facteur  quelconque  i »  n  d^signant 

sin'  — 

un  nombre  impair  aussi  grand  que  Ton  voudra;  les  arcs  — )  —  ten- 
dant  vers  z^ro  lorsque  m  croit  ind^finiment,  le  rapport  de  leurs  sinus 
aura  pour  limite  le  rapport  des  arcs  —  y  et  la  limite  du  facteur  sera 

I 5—51 

Comme  d'ailleurs  le  £acteur  cos  —  tend  vers  Tunit^,  on  arrive  d'a- 

m 

bord  k  cette  conclusion,  que  quelque  grand  que  soit  le  nombre  impair 
determine  /z,  le  produit  des  facteurs  qui  entrent  dans  les  expres- 
sions (5),  jusqu'^  cette  valeur  de  n,  devient,  lorsque  m  croit  ind^fi- 
niment,  aussi  voisin  qu'on  voudra  du  suivant : 

(e)       (.-f)(.-if.)(,-i|).-..(.-i$). 

11  resterait  done  k  trouver  la  limite  vers  laquelle  tend  le  produit  des 
iacteurs  suiv^nts  des  expression^  (5).  Pour  ceia,  nous  remarquerons 

que,  quelque  grand  qu*on  suppose  x,  on  pent  toujours  prendre  un 
nombre  impair  it  tel,  que  Ton  ait  a:<  — ou—  <-^;  et,  en  pr&- 

^         "^         '  ^  2/71        a/w 

nant  /w  >  pt,  ■^-—  ser^^  plus  petit  que  —  Les  deux  arcs  —  ?  •^—  seront 

done  dans  les  conditions  des  deux  arcs  respectifs  a,  b  dans  le  premier 
lemme;  et  Ton  aura,  par  consequent, 


.      X 

sin  — 

m  ^'ix 

et 

X 

sm  — 

m        X 

ULTV         an 

Bin- —      ^ 

2/« 

air         fx 
sin ^ 

'J.  IH 
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d'oii  resulte 


.       tin  ix^tt'  u' 

sin'  ^— "  '^  '^ 


Consid^rons  maintenant  les  produits  de  facteurs  en  nombre  infini 
dont  ces  deux  derni^res  expressions  seraient  les  formes  generates, 
c'est-a-dire 

et 

Ces  produits  tendent  vers  des  limites  d^termin^es  k  mesure  que  Ic 
nombre  des  facteurs  augmente  ind^finiment,  parce  que  les  series  des 
seconds  termes  de  ces  facteurs,  pris  avec  le  m6me  signe,  sont  conver- 
gentes.  II  resulte  de  I^  que  Ton  peut  prendre  un  assez  grand  nombre 
de  facteurs  k  partir  du  premier,  dans  les  expressions  (7 )  et  (8),  pour 
que  la  limite  du  produit  des  suivants  soit  aussi  peu  difii^rente  de  Funit^ 
qu'ou  le  iroudra.  Et  si,  au  lieu  de  prendre  la  limite  du  produit  de  ces 
derniers,  on  ne  prenait  que  le  produit  d'un  nombre  limits  d'entre  eui, 
on  aurait  une  quantity  encore  plus  voisine  de  Tunit^,  puisque  chacun 
de  ces  facteurs  est  plus  petit  que  Tunit^. 

Ces  remarques  tr6s-simples  nous  conduisent  imm^iatement  k  la 
solution  de  notre  question. 

En  effet,  il  en  resulte  d'abord  qu'on  peut  prendre  n  assez  grand 
pour  que  les  valours  des  expressions  ( 6 )  et  ( 7 )  aient  une  diffi^rence 
aussi  petite  que  Ton  voudra.  II  en  est  done  de  m^me  du  produit  des 
facteurs. correspondants  k  (&)  dans  les  expressions  (5),  lorsque  Ton 
suppose  que  m  croit  ind^finiment. 

Quant  aux  facteurs  qui  suivent  ceux-ci  dans  les  formules  ( 5 )  et  ddnt 
le  produit  par  les  premiers  est  toujours  cos  x,  ils  sont  respectivement 
compris  entre  les  deux  facteurs  de  mSme  rang  dans  les  expressions  ( 7  ] 
et  ( 8 ).  Leur  produit  total  est  done  compris  entre  les  produits  corres- 
pondants de  ces  derni^res,  dont  nous  venons  de  d^montrer  que  les 
valeurs  pouvaient  diff^rer  de  runit6  d'une  quanlitd  moindre  que  toute 
quantity  donn^e.  Ce  produit  total  peut  done  lui-m^me  diffi^rer  aussi 
peu  qu'on  voudra  de  I'unit^. 
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On  voit  done  que  cosx  peut  ^tre  consid^r^  comme  compost  de 
deux  facteurs  variables,  dont  Tun  tend  ind^finiment  vers  I'expres- 
sion  (7 ),  et  I'autre  vers  I'unit^.  Done,  enfin,  cos  x  est  6gal  k  la  vaieur 
representee  par  cette  expression  (7),  quel  que  soit  x, 

D'oCi  r^sulte  la  formule  suivante , 


cos 


*=('-i?)('-p$)('-?5-)-['-(iiS)^} 


au  moyen  de  laquelle  cos  .r  se  trouve  decompose  en  une  infinite  de 
facteurs  alg^briques  du  premier  ou  du  second  degre,  dont  la  formule 
gen^rale  est 

(aA'  +  IjTT 

A  designant  un  nombre  entier  quelconque,  et  qui,  egaie  a  zero,  donne 
toutes  Iqjs  racines  de  cos  ^  =  o. 

Developpement  de  sin  x  en  un  nombre  infini  de  facteurs, 

X 

Les  formules  ( 4 )  deviennent,  en  remplaQant  j?  par  —  ? 


X 

sin  a:  =:  w  sin  —  |    i  — 

/// 


sm' 


pour  m  impair,  et 


sin  X  ~  m  sin  —  cos  —  I    i 
m        m 


XI    I   -    — 


siir  —  I 

"•  (?  -i)  1 


pour  m  pair. 
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Or  on  a  m  sin  —  =  x.  —  sin  — ;  et  si  Ton  fait  croltre  m  ind^finiment, 
m  X       m' 

.     X 

sin  — 

ftt  X  fJl  X 

—  sin  —  ou tend  vers  I'unit^ ;  il  en  est  de  mtoe  de  cos  —  •  Quant  * 

X       m  X  '  m 


m 


Sin'  — 


aux  aiitres  facteurs ,  si  Ton  en  prend  un  quelcdnque  i > 

sin*  — 
m 


sa  limite  sera  i 


71*  7r» 


On  trouvera  done,  en  employant  les  mdmes  considerations  que 
pour  cos  X, 


•  • « • 


Ainsi  sinjT  se  trouve  decompose  en  une  infinite  de  facteurs  du  pre- 
mier degr6  en  x^  dont  le  premier  est  x^  et  les  autres  sent  renferm^s 
dans  la  formule  g^n^rale 


n  d^signant  un  nombre  en  tier  quelconque.  En  les  ^galant  k  z^ro,  on 
trouve  toutes  les  racines  de  I'^quation  sin  j:  =  o,  qui  sont  repr^en- 
t^es  par  la  formule  ±:nn,  n  d^signant  un  nombre  en  tier  quelconque 
qui  pent  6tre  z6ro. 
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